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Resumen

Ya que hemos visto las relativizaciones (en A,R) de los axiomas usuales de la
Teoria de Conjuntos (ZF~), se observa que, en la mayoria de los casos, para mostrar
que son verdaderas, hay que tomar un subconjunto de la clase A en cuestion y
hay que asegurar que existe algin x € A cuyos R—predecesores sean exactamente
aquellos que conforman el conjunto con el que comenzamos.

Vamos a ver que tal caracteristica es lo bastante fuerte como para asegurar que
A,R es modelo (interno) de casi toda lo que uno necesita de la Teoria de Conjuntos.

Definicion 1. Sea A una clase y R una relacional.
Decimos que A es R—saturada siy sélo si

e RcAxA.
* R esizquierda limitada;

VxdyVz (z €y — sz).
* Para todo x < A, hay un unico y € A tal que x = yg;

‘v’x(ng — EI!y(yeA & ‘v’w(wex — wRy))).

En el caso que R =€,4, simplemente decimos que A es saturada.

Ejemplo 1. 7 y BF son saturadas.
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Aun mas, toda clase transitiva y supertransitiva es saturada.

Observaciones. Sea A una clase transitiva.
A es saturada < A es supertransitiva.

Proposicion 1 (ZF~). No hay un conjunto a ni r S a xa tal que a sea r—saturado.

Demostracion. En caso contrario, sean a un conjunto y r € a xa una relacion tales
que a sea r—saturado. Definamos f : p(a) — a; f asigna a cada u < a al (dnico)
elemento [por r—saturacion] de a tal que (f(u)), = u. Es claro que f es una funcion
inyectiva, por lo que g(a) <a !!! ]

Teorema de Rieger. Sea A clase, R una relacional y X < .#0. Si
i) X+-Zly
ii) X+ A es R—saturada,
entonces
1.- S+ {ZFy,ZF5, ZF5}"" y S ZFAE,
2.- Ademas, si Z+ ZF-, entonces >+ ZF4F,
Mas aun, si = - AE, también X - AE4%.

Observaciones. En la practica, las hipétesis Z+-Z~, 2+ ZF y X + AE se ma-
terializaran como Z~ c X, ZF c X y AE € X, respectivamente. Es por esto que se
suele decir “si tenemos (0 suponemos) Reemplazo, tenemos Reemplazo e Infinito
en A” o “si tenemos (0o suponemos) Eleccion, tenemos Eleccién en A”.

Demostracion. Sean A, R y X como en las hipétesis del teorema.
Para cada u € A, denotemos como z4F al iinico elemento de A tal que u4fz =u
(por R—saturacion).

ZF,4F Sean x,y € A tales que xz = yg.
R es I.L. (segin X) = xr y yr “son conjuntos” (segun X).
RcAxA (segin X) = xp,yr S A (segun X).
Por unicidad de la “cabeza de xz” (o de yr, cuestion de gustos), x = y.

17~ —{ZF,,...,ZF5,ZF7} UZFg, ZF~ =7~ U {ZFg}.
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ZF;*" Ya que @ es conjunto, g C A (segtin X) y ¢4Fr = ¢, este ¢ es el “que juega
el papel del” vacio en A, R.

ZF;4% Sean x,y € A. Es claro que {x,y} es conjunto y {x,y} € A (segin X). Como
{x, y}AE o = {x, v}, este {x,y}*E € A es el que requeriamos.

ZF¢* Sea ¢ un férmula como en ZFg y x € A. Consideremos la coleccién
s:={w:wexp & p*Fw)}

Ya que R € A xA (segun X), s € A. R es izquierda limitada, asi que xz es
conjunto. Luego, {w:w € xp & ¢p*F(w)}, s, es conjunto (por ZFg “afuera”).
De esta forma, s* es el que requeriamos.

Con esto queda demostrada la primera parte del teorema.
Para la segunda parte, supongamos que X +ZF~.
Consideremos las funcionales G,H : 7 — ¥ como

AR siucA. iuecA.
G(u)={u siu H(u)={uR siuce
u e.0.C. u e.o.C.

ZF A% Sea x € A. Consideremos la coleccién
s:={w:3Jy(yexr &weyr)} cA.
Puestoque R A xA, scA. Veamos que s es conjunto (segin X);

s={yr:yexgr}

para lo que usamos union y extensionalidad “afuera”. Es facil ver que
H[xr]=s, por lo que (por Reemplazo “afuera”) s es conjunto.

AR

Asi las cosas, s es el que requeriamos.

ZFs4F Sea x € A. Consideremos la coleccién s:={w € A : wg S xp}.
Es claro que s € A. Para ver que s es conjunto (segin X y por Reemplazo
“afuera”), basta ver que G [p(xr)] = s (ejercicio).

Asfi las cosas, s*® es el que requeriamos.

2Desde afuera decimos que juega el papel, A,R dice que este es...
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ZFs*" Sea ¢ una férmula como en ZFg. Supongamos que
VxeAdyeA ((pA’R (x,v) & Vze A(p*F (x,2) — y= z))

es decir, ¢ se comporta como una funcional F': A — A. Sea a € A. Lo que
hay que demostrar es que

IbeAVceAlcRb — 3d e A(dRa & ¢*F (d,0)))

IbeAVceAlcRb — 3d (dRa & ¢*F (d,0)))

IbeA(br={ccA:3d(dcar & p**(d,0))}]

es decir, nos falta mostrar que hay b € A tal que b = F'[ag]. Definimos G’ :
¥ — ¥ de la manera que sigue?;

F'(u) siucA.
G’ =
() {QﬁA’R e.0.C.

Asi las cosas, IMG(G') < A. Como ag es conjunto, G'[ar] es conjunto, pero
G'[agr] = F'[ar]. Por saturaciéon (G'[agr] € A) se cumple lo que queriamos.

ZF4% Como tenemos Infinito “afuera”, utilizaremos recursién para w, con la cual
encontraremos una subclase de A, que resultara conjunto por Reemplazo
“afuera”, mediante la que obtendremos un monito al que A,R vera como
inductivo. Primero haremos la relativizaciéon de ZF7;

AR

ZF7A’RW

EIx(EIwex(‘v’u ueﬁw))&Vyex[Elvex(‘v’t(tev <—>t€yvt—y))])
sy Jx €A EIwExR Vu uEwR )&VyEAﬂxR(EIUExR(VtEA(tEUR —»tEyRVt:y)))]

(
(

sy Jx €A EIwExR(Vu u¢wp )&VyExR(EIUExR(Vt(tEUR — tEyRVt:y)))]
(

syw Ax €A ElwexR WR = @)&VyexR(ElvexR(vR {y}UyR))

Antes de continuar, veamos que, si a € A, entonces {a} Uag € A*. Por satu-

i . . AR
racion, tenemos determinado, de manera unica, a ({a}uUag)”" . Definamos
pues a la funcional F;: 7 — 7 como sigue;

Fi(a)=({a}uag)

3Queda como ejercicio ver que esta manera de hacer las cosas esta bien hecha.
4ag es conjunto, porque R es I.L. Luego, por Unién y Par, esa {a}Uag es conjunto

AR
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Sea F'":w — A la tnica funcional cuya existencia asegura el Esquema de
Recursion (para w) tal que

F/I(o) — ¢A,R
AR
Vnew, F'(n*) = Fi(F" ()= ({F" )} (F' (1))
No es dificil darse cuenta que F"[w] < A®. Por Reemplazo “afuera”, F"[w] es
un conjunto. Por saturacion, hay un tnico w € A tal que wg = F"[w]. A este

unico w lo denotaremos w?*. Es sencillo ver que este es el que nos sirve.

Para la tltima parte, también supongamos que X ~ AE. Primero vamos a desa-
rrollar lo que dice el axioma de eleccion:

Va|ldta&a#od — Hc(vxea[ay((yex&yec)&‘v’z[zex&zee — z:ﬂ)])l

Para demostrar AEA® | sea a € A. Veamos que

VyEaR(yR7f®)&aR#® — EICEA(VxEAﬂaR EIyEA(yExRncR&VZEA[ZExRﬂcR — z:y])])

o bien

EIyEA(yExR ncR&VzEA[zexRﬂCR —»z:y])])

Vycar(yr #90) &ar # 3 — EIcEA(‘v’xeaR

Asi las cosas, supongamos que Vy € ar(yr # @) &ar # 8. De esta forma, para el
conjunto® {yp : y €ap} tomemos un conjunto r tal que, para todo y € ag,

(@) rnygr # @.
(b) Para todo z1,z9, si 21,29 € rNyg, entonces z; = 2o.

Luego, s:=rnA es conjunto (por ZFg) y s € A. Por saturacion, consideremos
a s € A y veamos que este es el que nos sirve. Recordemos que s*fz =s. Sea
XEQag.

Por (a) y (b), sea n el tiinico elemento de rnxr. Como nRxyR<SA xA,neA.

e Se tiene entonces que nernA =s, de donde n € xg Ns*F5.

5Si, sale por induccién.
6Ya vimos en otro inciso la forma en que esto se prueba.
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e Sea z€ A tal que z € xg Nns*Fx. Entonces z € xg N's, luego z € xg N r. Por uni-
cidad de n, n =z.

[
Corolario 1 (ZF~). No hay un conjunto a ni r Ca x a tal que a sea r—saturado.

Demostracion. Tomense conjuntos a,r tales que a es r—saturado. Como a S a, hay
AR
un unico z € a tal que z = a. Luego [Elx Vy(ye x)] , lo que es una contradiccion

a ZF¢A L. O

Como a uno le gustaria tener modelos internos que modelen a ABF, uno busca
que le debe pedir al modelo...... Después de mucho pensar, nos damos cuenta que
lo que hay que pedir no es otra cosa que R bien funde a A.

Corolario 2. Sea A una clase y R una relacional. Si desde ZF~ demostramos que
A es R—saturada y R bien funda a A, entonces ZF~ + ZF4E .
Ademas, si trabajamos desde ZFC~, entonces ZFC™ - ZFCAF

Demostracion. Teorema de Rieger, numeral 2, y ABFA% es lo mismo que R bien
funda a A. []

Corolario 3. CONS(ZF ) = CONS (ZF).

Demostracion. Utilice el corolario 2 con A = BF, R =€pp, trabajando desde ZF~.
Después aplique el Teorema de Consistencia Relativa para Modelos Internos. [

Corolario 4. CONS(ZFC™) = CONS (ZFC).

Demostracion. Utilice el corolario 2 con A = BF, R =€y, trabajando desde ZFC™.
Después aplique el Teorema de Consistencia Relativa para Modelos Internos. [

De esta forma, a partir de los teoremas de Rieger y de Consistencia Relativa

tenemos que:

CONS(ZFC) = CONS(ZFC') = CONS(ZF ) < CONS(ZF)
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