Teoria de Conjuntos Il

SISTEMAS

Iniciamos esta seccion, generalizando la nocion de grafica para clases y de forma
natural la de decoracion.

Definicién,. La pareja M, < es un Sistema syss
1. M es una clase.

2 « CMxMy

3. <« esizquierda limitada.

Notacidén: Sean M, « un sistemaya € M.
i). Denotaremos, simplemente, por M al sistema M, <.

i) ay= {b eM /b« a} (el cual es un conjunto, por ser « izquierda limitada)

iii). M, = (g <«a,a), donde:
a) g = CT_({a}) (existe, pues < es izquierda limitada) y
b)<. = « g
Es claro que, M = |J M,y que para toda a € M, se tiene que M, € GPA.

aeM
A M, le llamaremos la Subgrafica de M, generada por a.

Definicién,. Una funcional D es una Decoracion para el sistema M syss
D: M-V

VaeM [D(a) - {D(b) /b« a}}

Proposicidon;. Si D es una decoracion para el sistema My a € M, entonces
D | M, es una decoracion para M,.
Prueba: Ejercicio.

Proposicion,. AFA es equivalente a
Todo sistema tiene una unica decoracion (CAFA)
Prueba: El “regreso” de la equivalencia es obvio. Veamos la otra parte.
Sea pues M un sistema. Para cada a € M, sea d, la unica decoracion de la grafica
M,. Sea
D:M— 4

Yae M D(a)=d,(a)
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Asi, D es una decoracion para M. De hecho, D = | J d.. La unicidad de D, se debe
asM
a la unicidad de las decoraciones de sus subgraficas. i

TAREA:
1. En general, no es cierto que dos decoraciones sean compatibles.

2. ;Qué es lo que ocurre entonces en la prueba anterior?

Pasemos ahora a dar una nocién fundamental para la teoria de los conjuntos
No—-bien fundados:

Definicidons. Sean M, « un sistema y R una relacional sobre M, es decir
RC MxM.

1. Larelacional R* < M x M, queda definida como sigue:
Para cada a,b € M.

a R* b syss Vxeaydyeby

| —

X R y} &
Vy e by3x e aM|:x R y}
2. R esuna Bisimulacion en M syss R < R".
Ejemplos:
a). Sea M un sistema. Asi, R es una bisimulacion en M, donde
1. R = 0. Aqui tenemos que, 0+ = {(a,b> / ay bno tienen hijos}.
2. R = Id). Obsérvese que a (Id;,) b syss ay = by y qQue Idy < 1d3y,.
3. pRbSYSS py = qum.
4. pRqgsyssM, =~ M,.

b). Engeneral, R = M x M no es una bisimulacion. (¢ Por qué?)

Proposicidng. Sea M es un sistema.
1. ( )" es monodtona, e.d. SiR = S < M x M, entonces R* < S*.

2. Si R es una bisimulacion en M, entonces R* también lo es.

Prueba: 1. es inmediata de la definicion de ( )*. Y 2. se sigue de la misma definicién
y de 1. i

Pasemos ahora a dar dos ejemplos de bisimulaciones, las cuales juegan un papel
importante en todo esto.
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Definicion,;. Sean a,b € V.
a = b syss hay una pintura paraa y b.

Proposicidong. = es una bisimulacién en V, e.
Prueba: Supongamos que a = b. Asi, hay una g, € GPA y decoraciones d,, d, tales

que di(p) =ayd,(p) =b. Seax € ay, asixea=d(p) = {dl(q) / q <—p}, por lo

que hay un g* € g, tal que di(¢*) = x. Pongamos que y = d»>(¢*) € b = by. Ahora,
consideremos a la subgrafica g,~. Esta es pintura de x y de y al decorarla con las
restricciones de d; y d» a g,~. En forma analoga, el otro caso. i

La importancia de ésta relacional se hace patente a partir de la siguiente,

Proposiciony. AFA, syss Va,b |:a =b — a= b]

Prueba: La “ida” de este bicondicional, es un caso particular (para GPA's) de AFA,.
Veamos la otra parte usando la contrapositiva. Sea pues, {g,<) una grafica con
decoraciones d, y d», tales que d, # d>. Hay un nodo p € gy conjuntos a y b tales que
a = d\(p) # d2(p) = b. Al considerar la subgréfica g, y las decoraciones d, y d>
restringidas a g,, obtenemos lo que queriamos. T

El segundo ejemplo de bisimulaciones, nos lo da la siguiente,

Proposicidny. En un sistema, la union arbitraria de bisimulaciones pequefias
(conjuntos) es una bisimulacion.
Prueba: Sean M un sistema y 4 una clase de bisimulaciones pequenas en ella.
Pongamos R = U 4 y sean a,b € M tales que a R b. Por definicion de R, hay una
relaciéon r € A4, bisimulacién en M, tal que a » b. Ahora bién, por un lado, tenemos que
r < r*. Por otro lado, debido a que » < R, la monotonia de ( )" nos da que, " < R*.
Finalmente, aR"b. i

El caso mas importante de este resultado, lo capturamos en la siguiente,

Definicion;;. Sea M, < un sistema arbitrario. La union de todas las bisimulaciones
pequefias (conjuntos) de M, se denotara por =), . En simbolos:

=y = U{r e V / res bisimulacion en M}

Esta relacional no solo contiene a las bisimulaciones pequefas, sino también a las
grandes (clases propias; exepto, por supuesto, cuando el sistema sea un conjunto, es
decir una gréfica), mas formalmente:

Proposicion;,. Para cualquier sistema M, se tiene:
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i). =y es una bisimulacién en M, y
ii). Si R es una bisimulacién en M, entonces R € =y, .
Prueba:
i). Esta es un caso particular de la proposicién anterior.
ii). Sean, R una bisimulaciéon en My a,b € My supongamos que aRb. Consideremos
la siguiente relacion:

r=RN My x Mp)

r €s un conjunto y no es dificil ver que es bisimulacion en M. Finalmente, arb, por lo
que a =y b. i

Por las propiedades anteriores, =), es la Ginica bisimulacion de M, que contiene a
todas las otras (las pequenas y las grandes) y de aqui que se le dé el nombre de La
Bisimulacién Maxima, otros nombres son: La Mas Débil o La Mas Grande. Veamos un
caso particular:

Proposicidon;. La bisimulacion maxima en V, € es, =. En simbolos:

Vv = =

Prueba: Sabemos que = es una bisimulacién en V, €, falta ver que si R es una
bisimulacién (pequefa o grande, no importa) en V,€, entonces R £ =. Construimos
un sistema M de la siguiente manera: Los nodos son las parejas ordenadas de
conjuntos que estan R—relacionados, e.d. M = Ry las aristas, <, quedan dada como
sigue: Si (u,v), (c,d) € M,
(u,v)y < {c,dysyssuec &ved

(obsérvese que « es izquierda limitada: (c,d),, < ¢ x d). Ahora, considere las
siguientes funcionales (las proyecciones):

D, M—=V y Dy - M—YV

Vp,q) € M Di(p,q) =p Vp,q) € M Dx(p,q) = ¢
Veamos que D; y D, son decoraciones de M. Tenemos que probar que para
(c,d) € M,

Diesd) = {Di(wv) / ) < (e.d)}
sabemos que D (c,d) = ¢, e.d. lo que hay que probar es:
c= {w / F{u,v) € M|:<u,v) «{c,dy & Di(u,v) = w:|}

y esto lo haremos por doble contencién: Supongamos que u € ¢, puesto que cRd y
R < R*, hay un v € d, tal que uRv; con esto tenemos, D (u,v) = uy {u,v) < {(c,d). El
otro lado de la contencién, es inmediata de la definicion de D, y de <. En forma
similar se prueba que D, es decoracion de M.

Finalmente, sean a,b € V tales que aRb, veamos que a = b. Consideremos la GPA,
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M. y sean D} y Dj las restricciones de Dy y D, a M, ;, respectivamente. Asi, D} y
D) son decoraciones de M, con valores a y b, respectivamente y por tanto a = b. 1

Como es de esperarse, la bisimulacion maxima es una relacional de equivalencia,
la justificacién de ello junto con un resultado previo, se dejan al lector:

Lemas. Sea M un sistema.
1. Idy = =y €s bisimulacion y

Ya,b |:a = b — ay= bM:|

2. Si R es bisimulacién sobre M, entonces R~! también lo es y
R = &)™

3. Si Ry S son bisimulaciones sobre M, entonces S0 R también lo es y
SToRt S (SoR)"
Proposicidons. En todo sistema M, la =), es una relacional de equivalencia. i

Mas adelante veremos propiedades del cociente mddulo una relacional de
equivalencia, sobre todo cuando ésta es particularmente, una bisimulacion.
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