Teoria de Conjuntos Il Ordinales

Veamos algunas propiedades de los ordinales.

Proposiciénis. Sea a un conjunto de ordinales, a < OR. Asi,
1. |J a € OR. (La union de un conjunto de ordinales es un ordinal)
2. |J a = sup<a. Esdecir:
). Vaea, a<|Jay

i). Vﬂ[wea(asﬁ) R Uasﬁ]

Prueba:

1. La union de un conjunto de conjuntos transitivos es un conjunto transitivo y el
resultado se sigue del Corolario .

2. Inmediato de las propiedades de la union. i

Proposicidénis. Sea A una clase no—vacia de ordinales, ¥ + A < OR. Asi,
1. | AeOR
2. [N A=infA=minA. Es decir
). VaeA(ﬂASa)
i). Vﬂ[VaeA(ﬁSa) N ﬂsnA}
iii). (AeA
Prueba: TAREA.

Pasemos ahora a ver como trabaja la funcional sucesor (_*) para los ordinales.

Proposiciénis.
1. Va(a® € OR). Asi, * | OR : OR — OR.
2. —3Ja(a®™ =0). Esdecir, 0 ¢ Im(* | OR).
3. Va(a <a*).
4. a) Va,ﬂ[a<ﬂ — a*Sﬁ:|
b) Va—3p |:a <p & B< a+:|
La sucesor, restringida a OR, nos da el sucesor inmediato
5. Va,Bla < B — a* < B*] : La sucesor, restringida a OR, es monotona

6. Va,Bla+ p — o™ + 7] : La sucesor, restringida a OR, es inyectiva.

Prueba: 1 ya se probo; 2 y 3 se deben a las definiciones de sucesor y del orden entre
ordinales. Veamos 4.a. Supongamos que a < B, por lo que a € . De esto tenemos,
por un lado que ¢ & By por otro que, {a} < B. Asi, a U {a} < B, es decir,a” < . 4.b
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se sigue de 4.a. Ahora, 5 se sigue de 4.a y 3. Finalmente, 6 se sigue de 5 al
considerar la tricotomia del orden (<). i

Definicionis. Sea a € OR, decimos que
a es (Un Ordinal) Sucesor syss 3p(B* = a)
a es (Un Ordinal) Limite syss o + 0 & a no es sucesor.

Ejemplos:

1. Sonsucesores: 1,2,3,...,n" (con n € w) y también lo son:
o, (07", ((0")")", en general: Va, a* es sucesor.

2. EI0y w no son sucesores.
3. o es limite.

4. El 0 no es limite.

Con estas definiciones tenemos que para un ordinal a, sGlamente se cumple unoy
solo uno de los siguientes casos:

a)a=0,0

b) a es sucesor , 0

C) a es limite.

La existencia de un ordinal limite — a saber » — nos la garantiza el axioma de
Infinito (ZF7), pero ¢ hay otros ordinales limites? la respuesta es si; basados en el
Axioma de Fraenkel, el esquema axiomatico de sustitucion (ZFs):

Por el Esquema de Recursién para o, hay una (Unica) funcional F tal que:
F:o— OR
) FO)=o0
i) Vnew, F(nY) = (F(n))"

Por ZFs, Flw] € V y puesto que es de ordinales, U F[w] es un ordinal, y no es dificil
ver que es un limite, distinto de . (A este ordinal, mas adelante lo llamaremos o + @
o también o - 2).

Notacion: LIM = {a | aes Iimite}.

La clase de los ordinale limites es propia, el razonamiento que hicimos para
encontrar otro distinto de o, lo podemos generalizar:

Proposiciéni;. (LIM es confinal con OR)
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Vaﬂﬁ[a<ﬁ & f e LIM}
Prueba: TAREA. i

Corolariog. LIM ¢ V.

Pasemos ahora a ver algunas propiedades de los ordinales limites. La primera es
gue son cerrados bajo la operacién sucesor.

Proposicidnis.

1. Va[aeL|M_>Vﬁ(ﬂ<a—>ﬁ+<a)}

2, Va[Vﬂ(ﬁ<a—>ﬂ+<a)&a¢O—>aeLIM:|

Prueba:

1.} Supongamos que < a. Por la Proposicidniss, f* < a, Perosia € LIM, es
imposible que B* = a, por lo tanto f* < a.

2.} La contrapositiva es inmediata al negar la definicién de limite. T

Proposicidny. Va |:a €eLIM & aes inductivo}

Prueba: la “ida” es inmediata de la proposicion anterior y de que el 0 € OR. Veamos
el regreso: Supongamos que a es inductivo, asi 0 € a y por tanto a + 0; y como
VBB € a — B € a], tenemos que a no puede ser sucesor. i

Corolario;. El ordinal o es el primer limite. En simbolos:

Va[aeLlM-»wSa}

Veamos ahora como trabaja la unién sobre los limites.

Proposicién,.
1. Jo=0.
2. Yot =a.

3. a. Va[aeLlM — Uaza:|.

b. Va[Uaza&aiO—»aeLlM]

Prueba: 1.y 2. son inmediatas de las definiciones y propiedades basicas.
3.a.} Puesto que « es transitivo, tenemos que U a < a. Veamos la otra

contencion; sea 8 € a, ahora bien, si a € LIM, entonces, por la Proposicidnig,
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Bt < a. Tenemos pues, B € B+ € a, es decir f € Ua.

3.b.} Procedamos por contrapositiva: Supongamos que o ¢ LIM, asi a = 0 0 hay
un g tal que B* = a. En el primer caso, ya terminamos; en el otro,
Ua=U(B")=p<p"=a, porloqueUa * a. T

Proposicidn ;. Principio de Induccion para OR (Segunda forma).
Sea ¢ una formula conjuntista.

Si

). ¢(0),

i), Va|:go(a) - cp(a*)} y

iii). Va e LIM [Vﬂ(ﬁ <a— oB) — q)(a):|,
entonces

Va ¢(a)

Prueba: Supongamos que ¢ es una formula que cumple con i), ii) y iii). Queremos
probar que Va ¢(a) y para esto usaremos la primera forma del Principio de Induccién.
Supongamos pues, que a es un ordinal arbitrario, que cumple con:

VB < a, p(B) Hi
probemos que ¢(a). Debido a la naturaleza de «, tenemos 3 casos posibles:

a = O} Por i), tenemos ¢(0), es decir ¢(a).

a= ﬂ*} Sabemos que B < * = a, por HI, ¢(B) y ahora por ii), tenemos ¢(S*),
es decir p(a).

a e uMJ o(a) se sigue de HI y iii). i
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