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Resumen

En estas notas estudiaremos algunas caracteristicas de una relacional R respecto a una
clase A, las cuales nos permitira establecer los conceptos clasicos de orden parcial, orden total,
buen orden, entre otros.

Tipicamente las siguientes definiciones se dan bajo una condicién muy fuerte; CMP(R) < A
(o equivalentemente R < A x A), asi que nosotros también pediremos esto, aunque no siempre
lo diremos.

Notacion.
aRb = (a,b)eR.

aRb = (a,b)ZR.
Ria = RnNnAxA).

Relacionales reflexivas sobre A.

Definicién 1. Sean A una clase y R una relacional tal que R< A x A. Decimos que R es reflexiva
sobre A siy sélo si Vx € A (xRx), o bien:

Vx(x€ A — xRx).

Id 4 es un ejemplo clasico de relacional reflexiva sobre A, como también lo es A xA. La relacion
< es reflexiva sobre N (0 Z, Q, R, segun sea el caso). También podemos hablar de la relacién de
divisibilidad, |, sobre N o Z.

Si R, S son relacionales, RcS<c A x A y R es reflexiva sobre A, se tiene que S es reflexiva sobre
A. Si ademés B < A, R es reflexiva sobre B1. Sin embargo, que una relacional sea reflexiva sobre
una clase no implica que lo sea sobre las supraclases de ésta.

Ejemplos. Larelacion R:={(1,1),(1,2),(2,2), (2,1)} es reflexiva sobre {1,2}, pero no es reflexiva
sobre {1,2,3}.
Ademas, S:={(1,1),(1,2)} R, pero S no es reflexiva sobre {1,2}, pues 282.

A continuacion enunciamos el criterio para ver que una relacional es reflexiva sobre una clase.

IEsto se resume diciendo que la reflexividad sobre una clase se hereda a suprarrelaciones y que una relacién que
es reflexiva sobre una clase también lo es (al restringirla) sobre las subclases de ésta ultima.
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Relacionles I1. 2

Teorema 1. Sean R una relacional y A una clase tal que R< A x A. Las siguientes proposiciones
son equivalentes:

i. R es reflexiva sobre A.

ii. R7! es reflexiva sobre A.
iii. Ids <R.
iv. Idp <R

A partir de este resultado, es inmediato que la tnica relacional reflexiva sobre ¢ es @.

Como ya vimos, siempre hay relacionales reflexivas triviales para una clase A, una de las
cuales cumple con una nocién de minimalidad; Id 4 es la c—menor relacional reflexiva sobre A,
es decir; si R es una relacional reflexiva sobre A, entonces Id4 < R.

También hay una que cumple una nocién de maximalidad; A x A es la c—mayor relacional
reflexiva sobre A, de entre todas las que estan contenidas en A x A.

Retomando las nociones de minimalidad, es interesante saber si hay una relacional c=—minima
que contenga a una fija y que ademas sea reflexiva sobre una clase dada.

Teorema 2. Cerradura reflexiva. Sean A una clase y R,S € A x A relacionales.

* ¢%(R):=Ruldy es una relacional reflexiva sobre A.
* Si S es una relacional reflexiva sobre A y Rc S, ¢% (R) < S.

Es decir, ¥% (R)? es la c—menor relacional reflexiva sobre A que contiene a R.

Teorema. Sea R una relacional y A una clase.
CAZR)eEV<— ReV&AE€V.

Proposicién 1. Sea a € Vy rca xa una relacional®. Definamos la clase X como

X:={s:scaxa & s es relacién reflexiva sobre a & rcs}

Se tienen las siguientes afirmaciones:

Tt NXeV.

T renNX.

T MNX es una relaciéon reflexiva sobre a.

Tt €% (r)=NX.
Demostracion. axaeX = (X € V. Para toda se€ X, se tiene que r s y (como s es reflexiva sobre
A) Idpcs =rcNX & Idsg cNX.
Por el teorema 2 y los dos incisos anteriores se sigue que ¢Z (r) =NX.
C#(r)eX = NX<CZ(r).
_|

2Ma4s atn, resulta ser tnica, por lo que la llamamos la cerradura (o clausura) reflexiva de R sobre A o bien la
relacional reflexiva sobre A generada por R.
3;Porqué r es conjunto?
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Relacionales irreflexivas sobre A.

Definicién 2. Decimos que una relacional R < A x A es irreflexiva sobre A* siy sélosi Vx € A (xRx),
o bien

Vx(x€e A — xRx).

Los ejemplos comines son las relaciones <, > sobre N (Z, Q, o R, segin sea el caso). Por otra
parte, | no es irreflexiva sobre N ni sobre Z. Una grafica o grafo, tal como se entiende en Teoria
de Graficas, es muestra de una relacion, la adyacencia, irreflexiva sobre un conjunto (los puntos
de la grafica).

Ademas, si R,ScAxA, RcSyS esirreflexiva sobre A, se tiene que R es irreflexiva sobre A.
Si ademas B< A, S |g es irreflexiva sobre B5.

Ejemplos. En A = {1,2,3} tenemos que: R:={(1,3),(1,2),(2,3), (3,1)} esirreflexiva sobre A, pero
S:={(2,3),(3,2),(2,2)} no es irreflexiva sobre A.

Teorema 3. Sea A una clase y R< A x A una relacional. Son equivalentes:

i. R es irreflexiva sobre A.
ii. R ! es irreflexiva sobre A.

iii. RnIds =@ (o bien R 1nIdy = @).

Es facil ver que ¢ es irreflexiva sobre cualquier clase y que R\ Idcypmr) €s una relacional
irreflexiva sobre CMP (R). Ademas, bajo ABF, € es irreflexiva sobre V.

Tarea. Si R es reflexiva e irreflexiva sobre A, entonces A = @. Es decir, una relacional sobre
una clase no vacia puede tener a lo mas una de las dos caracteristicas mencionadas, aunque no
necesariamente alguna de ellas.

Teorema 4. Sea A una clase y RS A x A una relacional.

R es reflexiva sobre A <> A?\R={(x,y):(x,y) ¢ R} es irreflexiva sobre A.

4También se usan las expresiones “arreflexiva sobre A”, “antirreflexiva sobre A” o “aliorrelativa sobre A”.
5Esto se resume diciendo que la irreflexividad sobre una clase se hereda a subrelaciones y que una relacién que
es reflexiva sobre una clase también lo es sobre las subclases de ésta dltima.
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Relacionales simétricas sobre A.

Definicién 3. Una relacional RS A x A es simétrica sobre A siy sélo si
Vx,y € A(xRy — yRx).

Ida, AxA, @ son los ejemplos tipicos de relacionales simétricas sobre una clase A. Por otra
parte, < no es simétrica sobre N ( Z, Q, R, segin sea el caso), del mismo modo que | no lo es sobre
N ni sobre Z.

Observaciones. Dadas A,B clases y RS A x A una relacional:
» Si R es simétrica sobre A y B< A, entonces R es simétrica sobre BS.

Teorema 5. Sean A una clase y R < A x A una relacional. Son equivalentes las siguientes afir-
maciones.
i. R es simétrica sobre A.
ii. R7! es simétrica sobre A.
iii. R=R"L.
iv. ReR™L

Teorema 6. Cerradura simétrica. Sean A una clase y R,S < A x A relacionales.

* ¥.7(R):=RUR™ es una relacional simétrica sobre A.
* Si S es una relacional simétrica sobre Ay RcS, €. (R) cS.

Es decir, €. (R)7 es la c—menor relacional simétrica sobre A que contiene a R.

Demostracion. Para el primer inciso sean x,y € A tales que (x,y) € €. (R). Tenemos dos casos:
xRy <= yRlx = (y,x)e €. (R).
El segundo caso, yR™1x, es analogo.

Para el segundo inciso, basta mostrar que R™1 ¢ S:
uR v <= vRu = (pues R<S) vSu = (S es simétrica sobre A) uSv. -

Teorema. Sean A una clase y R una relacional.
¢ R)eVeReV & AcV.
Proposicién 2. Sea a € Vyr<ca xa una relaciéon®. Definamos la clase X’ como
X':={s:scaxa & s es relacién simétrica sobre a & rcs}

Se tiene que:

6Que una relacional sea simétrica sobre una clase, se hereda a a las subclases de ella.

"Mas aun, resulta ser tnica, por lo que la llamamos la cerradura (o clausura) simétrica de R sobre A o bien la
relacional simétrica sobre A generada por R.

8;Porqué r es conjunto?
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t NX'eV.
t renX’.
T NX' es una relaciéon simétrica sobre a.

T ¢ (r)=NX".

Demostracion. axaeX' — NX'eV.Paratodaxe X', rcx —=rcnNX'.

x,yEA & (x,y)eNX' <x,ye€A & Vse X'((x,y) €s) = (Pues toda s € X' es simétrica sobre
A)VseX'((y,x)es) < (y,x)eNX'. Por los dos incisos anteriores y el teorema 6, ¢.7 (r) cNX'.
¢S (r)eX =NX'c¢.7(x). 8

Teorema 7. Sea A una clase y R< A x A una relacional.
R es simétrica sobre A < A2\ R es simétrica sobre A.

Demostraciéon. A?\R no es simétrica sobre A < 3x,y € A (x(A2\R)y & y(A>XR)x)
—3x,yc A(xRy & yRx) < 3x,y € A(yRx & xRy) < R no es simétrica sobre A. -

Relacionales asimétricas sobre A.
Definicién 4. Una relacional RS A x A es asimétrica sobre A siy sélo si
Vx,y € A(xRy — yRx).
Dicho de otra manera —3x,y € A (xRy & yRx).

< no es una relacion asimétrica sobre N (Z, Q, R), pero < si lo es. | tampoco lo es sobre N, pero
| \Idy si es asimétrica sobre N?.

Observaciones. Dadas A,B clases y relacionales R,Sc A x A.

> SiR es asimétrica sobre A y B< A, entonces R [p es asimétrica sobre B0,
» SiR es asimétrica sobre A y SCR, entonces S es asimétrica sobre A1l

= Si R es asimétrica sobre A, entonces R es irreflexiva sobre A.
Demostracion. Ejercicio. -
Teorema 8. Sean A una clase y R< A x A una relacional. Son equivalentes:

i. R es asimétrica sobre A.
ii. R ! es asimétrica sobre A.
iii. R"1c A2\ R.

9(;Ocurre lo mismo con | \Idz sobre Z?
10Que una relacional sea asimétrica sobre una clase, se hereda a a las subclases de ella.
U1.a caracteristica de ser asimétrica sobre una clase se hereda a subrelaciones (sobre la misma clase).
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No es dificil ver que @ es asimétrica sobre cualquier clase y que R\R™! es asimétrica sobre
CMP (R). Ain mas, bajo ABF, € es asimétrica sobre V.

Tarea. Sean A una clasey RC A x A, ;son ciertas las siguientes afirmaciones?

» SiR es simétrica y asimétrica sobre A, entonces A =g o R =12

= C es asimétrica sobre A siy sélo si A =@.

Relacionales antisimétricas sobre A.

Definicion 5. Sea A una clase y R< A x A una relacional. Decimos que R es antisimétrica sobre
A siy sélo si
Vx,y€ A (xRy & yRx — x=1y).

La relacion | es antisimétrica sobre N, mas no sobre Z.
Observaciones. Dadas A,B clases y R,S € A x A relacionales.

> SiR es antisimétrica sobre A y BS A, R | es antisimétrica sobre B13.

> SiR es antisimétrica sobre A y SCR, S es antisimétrica sobre A4,
Teorema 9. Sean A una clase y R< A x A una relacional. Son equivalentes:

i. R es antisimétrica sobre A.
ii. R! es antisimétrica sobre A.
iii. RNnR1cldy.

Relacionales transitivas sobre A.
Definicién 6. Decimos que la relacional R< A x A es transitiva sobre A siy sélo si
Vx.y.z€ A(xRy & yRz — xRz).

Por ejemplo, < y < son transitivas sobre N (Z, Q o R); | es transitiva sobre N (y sobre Z); < es
transitiva sobre cualquier clase. Por otra parte, € no es transitiva sobre {¢,{¢},{{®}}}, pero si lo

es sobre {{(25},{(25,{(25}}}

Observaciones. Dadas A una clase y R< A x A una relacional.

> SiR es transitiva sobre A y B< A, entonces R [ es transitiva sobre B1%.

12Bs decir, una relacional no vacia sobre una clase no vacia puede tener a lo mas una de las dos caracteristicas
mencionadas, aunque no necesariamente alguna de ellas

13Que una relacional sea antisimétrica sobre una clase, se hereda a a las subclases de ella.

141.a caracteristica de ser antisimétrica sobre una clase se hereda a subrelaciones (sobre la misma clase).

15Que una relacional sea transitiva sobre una clase, se hereda a a las subclases de ella.
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= Si R es irreflexiva y transitiva sobre A, entonces R es asimétrica sobre A.
Teorema 10. Sean A una clase y R una relacional. Son equivalentes:

¢ R es transitiva sobre A.
e R1es transitiva sobre A.
* RoRcR.

Proposicién 3. Sean a € Vy r Ca x ¢ una relacién’®. Definamos la clase X" como
X":={s:scaxa & s es relacién transitiva sobre a & rcs.}

Se tienen las siguientes afirmaciones:

T NX"eV.
t renX’.
T NX" es una relacion transitiva sobre a.

1 Si sca xa es relacional transitiva sobre a y r s, entonces N X" Cs.

Demostracion. axaeX" —= NX"eV.
Para toda s€ X", se tiene quercs —rcNX’.
Sean x,y,z€a. {x,y)eNX" & (y,z) eNX" < Vs €X”(<x,y> €s & (y,z)€ s)
— Vse X"((x,2) €s) (pues toda s € X" es transitiva sobre a y x,y,z € a).
—(x,z)eNnX".
El dltimo inciso es consecuencia de que s€ X”. -

Relacionales antitransitivas sobre A.

Definicién 7. Una relacional R< A x A es antitransitiva sobre A7 siy sélo si

Vx.y.z€ A(xRy & yRz — xRz).

Relacionales dicotomicas sobre A.

Definicién 8. Una relacional R< A x A es dicotomica sobre A siy sélo si

Vx,y€A(xRy v yRx).

Relaciones tricotomicas sobre A.

Definicién 9. Una relacional R es tricotomica sobre A siy sélo si

Vx,ye A(xRy v yRx vV x=1y).

16, Porqué r es conjunto?
17Le4se también como “intransitiva sobre A”.
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