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Resumen

Estas notas son la continuaciéon natural de N_02_Relacionales. Aqui desarrollaremos, den-
tro de nuestra teoria, las ideas que constituyen la teoria del orden. Nuevamente haremos la
convencion de que R< A x A, excepto a la hora de hablar de relacionales bien fundadas.

Preordenes

Definicion 1. Decimos que la relacional R preordena a [la clase] A siy sélo si R es reflexiva y
transitiva sobre A.

Definiciéon 2. (a,r) es un preorden siy sélo si

rcaxa & r preordena a a.

Notacién. PRE := {(a,r) :{a,r) es un preorden.}

Ordenes Parciales, Totales y Densos

Veremos dos tipos de relacionales, las que son érdenes parciales reflexivos (R) sobre una clase
y las que son érdenes parciales estrictos (E).

Definicién 3. R es un Orden Parcial Reflexivo sobre A! siy sélo si

* R esreflexiva sobre A y

* R es transitiva sobre A y

* R es antisimétrica sobre A.

Es en este contexto o bajo estas ciscunstancias que, para u,v € A, uRv se entiende o se lee como
“u es menor o igual a v” 0 como “v es mayor o igual a u”.

Cualquier relacional que ordene parcialmente, en sentido reflexivo, a una clase A, la preorde-
na.

ITambién se suele decir que R ordena parcialmente a [la clase] A en sentido reflexivo.
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Definicién 4. R es un Orden Total (o Lineal) Reflexivo sobre A? siy sélo si

¢ R es un Orden Parcial Reflexivo sobre A y

¢ R es dicotémica sobre A.

Como ya vimos en clase, para que R sea orden total reflexivo sobre A, basta pedir que R sea
transitiva, antisimétrica y dicotomica sobre A, pues ésta ultima implica que R sea reflexiva sobre
A.

Definicién 5. E es un Orden Parcial Estricto sobre A3 siy sélo si

* E esirreflexiva sobre A y

* E es transitiva sobre A.
De las anteriores, se sigue que E debe ser asimétrica sobre A.
Definicién 6. E es un Orden Lineal (o Total) Estricto sobre A* siy sélo si

¢ E es un Orden Parcial Estricto sobre A y
* E es tricotémica sobre A.

Bajo estas circunstancias, para x,y € A, xEy se entiende o lee como “x es estrictamente menor
que y” o “y es estrictamente mayor que x”.

Proposicion 1. Sea A una clase.

X Para cada orden parcial reflexivo R sobre A , hay un orden parcial estricto sobre A asociado,
R)E.

" Para cada orden parcial estricto E sobre A, hay un orden parcial reflexivo sobre A asociado,
(E)r.

Ademas, se tiene que (R)z), =Ry ((E)z); =E.

Demostracion. Tenemos que
R)g:=R\Idy y (E)g:=Euldy.
Los detalles se dejan como ejercicio al lector. -

Notacion. Cuando hablemos de 6rdenes nos estaremos refiriendo a cualquiera de los dos tipos,
ya sea reflexivo o su asociado, el estricto. Usaremos < para hablar de orden parcial en sentido
estricto y < para hablar del orden parcial en sentido reflexivo que estéd asociado a <, y visceversa.

Definiciéon 7. (a,r) es un COnjunto Parcialmente Ordenado siy s6lo si

® rcaxa.

20 bien, que R ordena totalmente, en sentido reflexivo, a [la clase] A.
3También solemos decir que E ordena parcialmente, en sentido estricto a [la clase] A.
40 bien, que E ordena totalmente a [la clase] A, en sentido estricto.
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* r ordena parcialmente a a.
Notacion. COPO = {(a,r) :{a,r) es un conjunto parcialmente ordenado}, o bien

(a,r) e COPO < (a,r) es un conjunto parcialmente ordenado.
Definicién 8. (a,r) es un COnjunto Totalmente Ordenado siy sélo si

® rCaxa.

¢ y ordena totalmente a «.

Notacion. COTO = { (a,r):{(a,r) es un conjunto totalmente ordenado}, 0 bien

(a,r) e COTO < (a,r) es un conjunto totalmente ordenado.

Definicién 9. (a,r) es un COnjunto Densamente Ordenado® siy sélo si
1. {(a,r) e COTO.
2. i) a tiene al menos dos elementos, es decir; 3x,y € a (x # y).
ii) Entre dos elementos distintos de a siempre hay un tercero, esto es;

Vx,yea((xry &x;éy) —>Hz€a(xrz &zry & x#£y &y#z)).

Notacion. CODO = {(a,r) :{a,r) es un conjunto densamente ordenado}, o bien

(a,r) e CODO < (a,r) es un conjunto densamente ordenado.

Ejemplos. Aceptando que N, @, Z, R son conjuntos, tenemos:

v (Z,]) e PRE\ COPO, mientras que (N\{0},|) e COPO.

v' La relacion “a es subsucesion de b” preordena al conjunto de las sucesionesi de nimeros
reales (VR), m4s no ordena parcialmente a tal conjunto.

v (N*,|)e COPO\ COTO.
v (a,Id,) e COPO. Ademas; (a,Id,)COTO siy sélo si a =@ o hay algin conjunto b, tal que

a = {b}.
v {p(a),c) € COPO. Ademsis; (p(a),=) € COTO siy sélo sia =@ o hay un conjunto b, tal que
a = {b}.

v (N,=),(Z,<)e COTO\ CODO.
v (Q,=),(R,<) e CODO.

Tarea. Sean A una clase y R< A x A una relacional reflexiva y antisimétrica sobre A. Son equi-
valentes:

¢ R es un orden total [reflexivo] sobre A.
* Ry A%\R son transitivas sobre A.

Tarea. Sean A una clase y R< A x A una relacional transitiva sobre A. Son equivalentes:

¢ R es un orden lineal [reflexivo] sobre A.
e A2\R=R1\Idy4.

5Esta definicién se puede generalizar facilmente para una clase A y una relacional R, es un buen ejercicio.
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Elementos y Conjuntos Notables

En esta seccién, A es una clase y < es un orden parcial sobre AS.

Definicién 10. Sean x,y € A. Decimos que x es <-predecesor de y o que y es <-sucesor de x siy
sélo si x < y. Ademas, sino hay ye A tal que x <y y ¥ < z, decimos que x es <-predecesor inmediato
de y o que y es <-sucesor inmediato de x.

Definicién 11. Seanx€ A y B<S A.

* x es <-maximal de B <x€B & 73z(z€B & x<z) o, de forma equivalente,
x€B & Vz(x<z — z¢B).

* x es <-minimal de B <x€B & ~3z(z€B & z<x) o, de forma equivalente,
x€EB & Vz(z<x — ZQ’B).

Cuando no se preste a confusion, escribiremos maximal (minimal) en vez de <-maximal (<-
minimal). Un elemento minimal (maximal) de B no siempre es tnico.

Definicion 12. Sean x€ Ay BS A.
* x es <-mdximo de B < x€B & VyeB(y<x). Dicho de otro modo;
xeEB & Vy(yEB &x#y —>y<x).

* x es <-minimode B <x€B & VyecB(x<y). De manera equivalente;
xeB & Vy(yeB &x#y—»x<y).

Cuando no haya riesgo de confusion alguna, escribiremos maximo (minimo) en vez de <-
maximo (<-minimo). En realidad, en las dltimas dos definiciones s6lo hemos dado nombres para
ciertas propiedades; “ser maximo” y “ser minimo”.

Notacién. En caso de existir un u que sea’ <-minimo de B (<-méximo de B), se suele decir que

B tiene <-minimo (<-méaximo) y denotamos esto por u = min. B (v = max. B).
Observaciones. Sean BCAyucA.

L.minimo (>-minimo) de B.
1

v ues <-maximode B < u es <~

v u es <-maximal de B < u es < ‘-minimal (>-minimal) de B.
Proposicion 2. Sean BC A.

¢ B tiene a lo mas un <-minimo (<-maximo).

¢ Todo <-minimo (<-maximo) de B es <-minimal (<-maximal) de B.
Demostracion. En clase... —

Problema. Si < es un orden parcial sobre A y B < A tiene un unico <-minimal (<-maximal),
digamos m, jes m un <-minimo (<-méximo) de B?

6siguiendo nuestra convencién, < es un orden parcial reflexivo sobre A y < su orden parcial estricto asociado.
"De forma mas precisa, deberiamos decir “que tenga la propiedad de ser...”
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Definicién 13. Sean ue€ A y BS A.

* u es <-cota superior de B <=Vy€eB (y<x).

* u es <-cota inferior de B <VyeB(x<y).

* €FA(B):={x€A:x es <-cota superior de B}.
* €.94(B):={xeA:x es <-cota inferior de B}.

Cuando no se preste a confusion, escribiremos cota inferior (superior) en vez de <-cota inferior
(superior). El minimo (mé4ximo) es una cota inferior (superior).

Definicion 14. Seanx€ A y B<S A.

* x es <-supremo de B siy sélo si x =min.€.%4 (B).
* x es ph<-infimo de B siy so6lo si x =max.€.¥ s (B).
Cuando no se preste a confusién, escribiremos supremo (infimo) en vez de <-supremo (<-

infimo). En general, tales elementos no existen. Aunque el maximo (minimo) no exista, el supremo

(infimo) puede existir.
Notacién. En caso de existir un u que sea® <-infimo de B (<-supremo de B), se suele decir que B

tiene <-infimo (<-supremo) y denotamos esto por u =inf. B (u = sup_B).
Observaciones. Sean BC Ay ucA.

v u es <-supremo de B < u es < !-infimo (>-infimo) de B.
v ¢ tiene <-supremo < A tiene <-minimo.

v @ tiene <-infimo < A tiene <-maximo.

Proposicion 3. Sean BS A yveA. Se tienen las siguientes afirmaciones
* B tiene a lo mas un <-infimo (<-supremo).
* Si v =min< B (v =maéax<B), entonces v = inf. B (v = sup_ B).

* SiveByv=infcB (v=sup.B), entonces v = min< B (v = max< B).
Demostracion. En clase y Ejercicios... -
Definicién 15. Sea (a,<) e COPOy b,d Ca.

= b es una <—cadena [de (a,<)] siy sélo si para cualesquiera x,y € b, x <y o y <x. Ademas,
decimos que b es =—cadena maximal de [de (a,=<)], si es un c,,)—maximal en (p(a),<) con
tal propiedad (ser <—cadena). Aclaramos lo anterior considerando a ¢, la coleccion de todas
las cadenas de (a,<);

¢ :={z<a:a es <—cadena de (a,<)} < p(a)

De esta forma, b es <—cadena maximal siy sélo si b es un c,,)—maximal de €.

8De forma mas precisa, deberiamos decir “que tenga la propiedad de ser...”
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= b es una <—anticadena siy soélo si para cualesquiera x,y€ b, si x # y, entonces x £y y y £ x.
Ademas, decimos que b es <-anticadena maximal, si es S,—maximal en (p(a),<) con tal
propiedad (ser <—anticadena). Nuevamente, para aclarar esta dltima oracion, consideremos
a¥’, la coleccion de todas las anticadenas de (a,<);

¢':={z<a:a es <—anticadena de (a,<)} < p(a)
De esta forma, b es <—anticadena siy sélo si b es un <, )—maximal de €.

Cuando no se preste a confusion, escribimos solamente cadena (anticadena) en vez de <-cadena
(=-anticadena).

En un orden parcial, los conjuntos unitarios son cadenas y anticadenas al mismo tiempo, asi
como el conjunto vacio. A todos estos conjuntos les diremos cadenas (o anticadenas) triviales.
Salvo trivialidades, las nociones de cadena y anticadena son ajenas.

En (o,]), {2,2%,23,24,25,...} es una cadena maximal, mientras que {p : p es un nimero primo}
es una anticadena maximal.

En (p(3),<), {0,{2},{1,2},3} es una cadena maximal y {1,{1},{2}} es anticadena maximal.

Hasta ahora, en los ejemplos mostrados, los 6rdenes parciales tienen cadenas y anticadenas
maximales, pero ;Sera esto cierto en general? La respuesta a esta cuestién se vera al final del
curso (Axioma de Eleccion).

iOJO! Si (A,<) e COTO, A es una cadena, de hecho es la tinica cadena maximal y no tiene
anticadenas.

Definicién 16. Sean P = (P,<) € COPO, x,y € P. Llamamos <-intervalos a los siguientes conjun-
tos:

o (x,y)p:={ueP:x<u<z}.
. (x,y][p::{uEP:x<uSz}.
o [x,y)p:={ueP:x<u<z}.

o [x,ylp:= {u EP:xSuSz}.

Al primero le llamamos intervalo abierto, al ultimo intervalo cerrado, y a los restantes les llama-
mos intervalos semiabiertos (o semicerrados).

Buenos Ordenes

Definicién 17. Sean A una clase y R una relacional. Decimos que R bien ordena a A siy sélo si

1. R ordena parcialmente a A,
2. Todo subconjunto no vacio de A tiene un elemento R-minimo, es decir;

Vx((x;é(b & ng) — Ely(yex & Vzex(sz v y:z))).
Vx((x#gb & ng) — Ely(yex & Vzex(y;éz — sz))).
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Afirmacion. Si R bien ordena a la clase A, entonces la ordena totalmente.

Demostracion. Haremos el caso en que R es un orden parcial reflexivo sobre A, y falta ver que R
es dicotomica sobre A. Sean u,v € A. Tenemos dos casos:

v u=v. Como R es reflexiva sobre A, se tiene que uRv.

vV u#v.u,veA = @ # {u,v} tiene <-minimo.
Digamos, sin pérdida de generalidad, que u es R-minimo de {u,v}. Como v € {u,v} y u # v,
entonces uRv.

Definicién 18. Decimos que (a,r) es un COnjunto Bien Ordenado siy sélo si

= (a,r)e COPO.

» r bien ordena a A.

Notacién. COBO = {{(a,r):(a,r) es un conjunto bien ordenado} y

(a,r) € COBO < (a,r) es un conjunto bien ordenado.

Afirmacion. COBO c COTO.

Relacionales Bien Fundadas
Definicién 19. Sean A una clase y R una relacional. Decimos que R bien funda a A (o es bien

fundadda sobre R siy s6lo si Todo subconjunto no vacio de A tiene un elemento R-minimal, es
decir;

Vx((x;é ® & xcA) — Ely(yex & Vzex(zRy))).
En caso que A = CMP (R), decimos simplemente que R en bien fundada.

A continuacion listamos algunas formas equivalentes de la definicién anterior:
i. VxcAlx#¢p — EIyEszEx(zRy)).
ii. VxCA|x#0 — JyexVz(zZRy — zez’x)).

iii. VxcA|x#¢ — Elyex(—'EIz(zex & zRy))).

iv. VxcA(Vyex3Iz(zex & zRy) —»x:Q)).

Observaciones. Sea A una clase y R una relacional.
* Si R bien funda a A, entonces R es irreflexiva y asimétrica sobre A.
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* ABEF se puede reformular como: € bien funda a V.

Proposicion 4. Sea A una clase. Si < ordena totalmente a A y < es bien fundada sobre A,
entonces < bien ordena a A y visceversa.

Definicién 20. Decimos que (a,r) es un COnjunto Bien Fundado siy sélo si

® roaxa.

* r es bien fundada sobre A.

Notacién. COBF = {(a,r): (a,r) es un conjunto bien fundado} y

(a,r) € COBF < (a,r) es un conjunto bien fundado.

Afirmacién. COBF N COTO = COBO®.

Demostracion. Inmediato de la proposicion anterior. =

9En vista de las observaciones anteriores, esta proposicién sélo tiene sentido al hablar de un orden total en sentido
estricto.
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