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Estas notas se desarrollaron para cubrir los temas del programa de Geometria
Moderna I que se imparte en la Facultad de Ciencias. Aun cuando en ellas se incluye
todo el material del curso, se incorporan también algunos videos de elaboracidn
propia y referencias a otros videos, asi como archivos de extension gif y ggb que
las complementan y pueden propiciar un mejor entendimiento de los diferentes
temas. En el cuerpo de las notas se indica en qué momento se propone observar
los videos y trabajar con los diferentes archivos para reforzar los temas.

Para abrir los archivos de extensidn ggb se requiere contar con el programa
Geogebra que es de distribucidn gratuita y se puede bajar en la siguiente liga:

https://www.geogebra.org/

Asimismo, se presentan una serie de actividades para ir realizando a lo largo del
curso. Se propone que algunas de ellas se realicen con el mismo programa de
Geogebra, aunque la mayoria son demostraciones de diferentes propiedades
geométricas, ya que uno de los objetivos fundamentales del curso es inducir al
estudiante a la comprensién y utilizacion del método deductivo. Se considera
importante que se realicen las diferentes actividades propuestas, ya que muchos
de los resultados que se incluyen en estas actividades se utilizan en momentos
posteriores.


https://www.geogebra.org/
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1. Geometria del triangulo

1.1. Introduccion

1.1.1. La Geometria Prehelénica

(Video 11: http://www.dailymotion.com/video/xnv8uo_historia-de-las-matematicas-1-
de-4-el-idioma-del-universo_tech?GK_FACEBOOK_OG_HTML5=1).

Se ha dicho que el desarrollo de la ciencia es una sucesiéon de preguntas y
problemas y de las propuestas de respuesta o solucidon a los mismos. Las
preguntas y problemas cambian a través de la historia y las respuestas o
soluciones que se formulan evolucionan de acuerdo con el conocimiento
disponible en ese momento.

A nuestro alrededor, la naturaleza toma una infinidad de formas. La capacidad
del ser humano para descubrirlas, para abstraerlas y para buscar soluciones a
diversos problemas sobre las formas, es lo que impulsd el desarrollo de la
geometria. Por ello, para el estudio de la ciencia, y en nuestro caso de la
geometria, hacer algunas referencias sobre su desarrollo historico parece
obligado.

A nuestro alrededor, la naturaleza toma
una infinidad de formas. La capacidad del
ser humano para descubririas, para
abstraerlas y para buscar soluciones a
diversos problemas sobre las formas, es lo
que impulsé el desarrollo de la geometria.

A

Los volcanes generalmente son de

Una de las formas gque se presenta
con mayor frecuencia en |a
naturaleza es la esfera, cuerpo
geométrico en el cual los puntos de
su superficie equidistan de un punto
fijo.

Se denomina cono a toda superficie
conformada por un conjunto de rectas
que tienen un punto comun llamado
vértice y que intersecan a
una circunferencia que no estd en el
mismo plano. Los conos son superficies
regladas ya que se pueden generar por
una recta que se desplaza sobre un
circulo

Otra de las formas que se encuentran
frecuentemente en la naturaleza es la
espiral. Una espiral es una curva plana
que da vueltas alrededor de un punto y

Otra forma muy presente en la
naturaleza es el circulo, figura
geométrica plana cuyos  puntos
equidistan de un punto fijo. Una
caracteristica del circulo es que entre
todas las curvas cerradas en el plano que
enderran un drea fija, el circulo es el de
menor perimetro.

Esto es, la espiral es una curva plana

forma cbnica que es modelada por la
presion del magma asi como de la
material  de

generada por un punto que se va alejando
progresivamente del centro a la vez que
gira alrededor de él.

que en cada vuelta se aleja mas del
acumulacién de punto.

erupciones anteriores.

llustracién 1.1

1py Sautoy, Marcus, 2008. Historia de las Matematicas, Capitulo I: El Lenguaje del Universo, Gran
Bretafia, BBC en http://www.dailymotion.com/video/xnv8uo_historia-de-las-matematicas-
1-de-4-el-idioma-del-universo_tech?GK_FACEBOOK_OG_HTML5=1.



La vieja definicion de las matematicas como la “ciencia del nimero y la
magnitud”, no corresponde ya con su caracter y desarrollo actual, pero nos
permite ver cuales fueron sus inicios. La geometria, de acuerdo con el origen
mismo de su nombre, surge para resolver una serie de problemas practicos, y
en su forma mas elemental se ocupa de problemas métricos como el calculo del
area y perimetro de figuras planas y de la superficie y volumen de cuerpos
solidos.

En esta seccion no se pretende dar un panorama completo de la historia de la
geometria, sino dar una mirada a la naturaleza de los antecedentes de la
geometria prehelénica, por lo que se referirdn solamente a dos de los mas
importantes hogares culturales de la antigiedad: Mesopotamia y el Valle del
Nilo. En ellos se desarrollaron las civilizaciones babilénica y egipcia las cuales,
contaban ya con una forma de escritura alrededor del afio 3000 a. n. e.

El historiador griego Herodoto (Gaos, 2002), registra la utilizacion de la
agrimensura desde la época de los egipcios, para lo que seguramente utilizaban
los conocimientos adquiridos empiricamente sobre las relaciones entre los lados
y angulos de los tridngulos. Los registros mas importantes con los que se cuenta
de la civilizacién egipcia son el papiro de Rhind o de Ahmes y el de Moscu, los
dos en escritura hieratica y con dimensiones aproximadas de seis metros de
largo los dos, por treinta centimetros de ancho el primero y de 7 el segundo.

El papiro de Rhind fue escrito aproximadamente en 1650 a. n. e., a partir de
escritos de 200 afios de antigiiedad, segun afirma el escriba Ahmes al principio
del texto, aunque resulta imposible saber qué partes del papiro corresponden a
estos textos anteriores (Maza, 2000). Es una coleccidn de ejercicios matematicos
y ejemplos practicos. Contiene 85 problemas.

Muestra el uso de fracciones, resolucion
de problemas similares a los resueltos
posteriormente a través de ecuaciones
lineales y cuadraticas, la medicién de
areas de tridngulos, trapezoides vy
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multiplica por su altura. Ahmes sugiere : E

que el tridngulo isésceles se puede ver

como dos tridngulos rectdngulos, de tal

forma que moviendo uno de ellos de

lHustracion 1.2
e ; Imagen de
posicion, se forme un rectangulo. http://www.physics.utoledo.edu/~ljc/rhind.html



En el caso del papiro de Moscu, también conocido como de Golenishchev, no se
conoce registro sobre su autor y su antigliedad, se ubica por el afo 1890 a. n.
e. Tiene una coleccidn de veinticinco problemas resueltos, sobre cuestiones
cotidianas, no muy diferentes de los del papiro de Rhind.

De los 110 problemas que contienen estos dos registros, 26 son de caracter
geométrico. El conocimiento que se obtiene a través de estos registros indica
que los resultados consignados son de naturaleza empirica y que la realizacién
de calculos era su principal finalidad. Se considera que en los casos en que
aparentemente surgen algunos elementos tedricos, como en el caso del
problema 51 del papiro de Rhind, su finalidad era facilitar la técnica de calculo
mas que establecer alguna regla general.

Del problema 14 del papiro de Moscu se afirma que es uno de los logros mas
impresionantes de las matematicas egipcias. Esta relacionado con la figura que
se ve en el fragmento del papiro que se presenta en la Ilustracion 1.3. La base
es un cuadrado que mide 4 codos? por lado, la tapa es un cuadrado cuyos lados
miden 2 codos y la altura de la piramide truncada es de 6 codos. Se requiere
“calcular la pirdmide”, es decir “calcular el volumen de la piramide”.

El calculo inicia determinando el area de la
base: 4x4 = 16.

Se encuentra el drea de la tapa: 2x2 = 4.

Después se computa el producto del lado de

il I KoR=T | la base por el lado de la tapa: 4x2 = 8.
W e/ "Wx:&ﬁﬁg?‘ Estos numeros se suman y se obtiene 28.
Hr% " f e §§.,°é“fo ’ Ahora se toma un tercio de la altura, es decir,
e I Fhg LT T el 2.
Tt 10 | e Y- S = : i
ATt Finalmente se toman el producto de un tercio
lHustracion 1.3 de la altura y 28 y el escriba anota:
Imagen de: Miren que da 56.

http://divulgamat.ehu.es/weborriak/Historia/
Historialmagen/Egipto.asp

De la civilizacidn babildnica se conservan un amplio niumero de tabletas de barro
en escritura cuneiforme, algunos autores mencionan hasta 500,000. Por
supuesto que no todas se refieren a las matematicas.

Su sistema numérico era bastante avanzado, posicional de base 60 en lugar del
sistema de base 10 que es el usado en la actualidad. Tal y como en la actualidad
dividieron el dia en 24 horas, cada hora en 60 minutos y cada minuto en 60

2 La principal unidad de medida de los antiguos egipcios era el codo, equivalente a 52.3cm



segundos. Escribir 3h 15' 20', es decir, 3 horas, 15 minutos, 20 segundos, es
equivalente a escribir la fraccion sexagesimal 3 15/60 2°/3600. La Notacion adoptada
para este niumero sexagesimal fue 3;15,20.

El aspecto mas sorprendente de la avanzada habilidad de calculo babildnica es
tal vez la construccion de tablas numéricas.

Una de las tabletas, la YBC 7,289 de la coleccidn babildnica de la Universidad de
Yale, muestra la comprension del teorema de Pitagoras.

Tiene sobre ella un diagrama de un cuadrado con 30 en un lado;
dentro y cerca del centro de las diagonales esta escrito
1,24,51,10 y 42,25,35. Los numeros corresponden al sistema
30 babilénico en base 60.

1,24,51,10
42,25,33

Suponiendo que el primer nimero es 1;24,51,10 y convirtiéndolo
al sistema decimal se tiene 1.414212963, mientras que V2 =
1.414213562.

Calculando: 30 x [ 1;24,51,10] se obtiene 42;25,35 que es el

Diagrama de la tabletade  Segundo numero.
Yale

La diagonal de un cuadrado de lado 30 se encuentra
multiplicando 30 por la aproximacion a v2.

Al respecto de la naturaleza y trascendencia de las matematicas prehelénicas,
Howard Eves anota (Eves, 1969):

“El razonamiento empirico puede describirse como la formulaciéon de las
conclusiones que se basan en la experiencia y en la observacion; no esta
contenido ningun entendimiento real, y el elemento Iégico no aparece. El
razonamiento empirico contiene a menudo manipulaciones pesadas con
casos especiales, observacion de coincidencias y el empleo frecuente de
la analogia, la experiencia a una buena suposicidén, la experimentacion
considerable y los destellos de intuicidn.

A pesar de la naturaleza empirica de la matematica prehelénica, con su
desprecio completo de la demostracion y la aparentemente pequefa
atencidon que se pone entre la verdad exacta y aproximada, uno, sin
embargo, se asombra de la extension y la diversidad de los problemas que
atacaron con éxito. Evidentemente, gran parte de la verdad matematica
elemental puede descubrirse por métodos empiricos cuando se
complementa con experimentacion extensa efectuada pacientemente
durante largos periodos”.

La geometria prehelénica pasa a Occidente a través de Grecia y es ahi donde
adquiere el caracter deductivo; trasciende la practica meramente empirica e
inductiva de las civilizaciones egipcia y babildnica y da el gran salto cualitativo



hacia una ciencia analitica y deductiva, es decir, se funda propiamente la
Matematica como ciencia.

Como se ha dicho con anterioridad, las preguntas que se ha hecho el ser humano
han ido cambiando a lo largo de la historia y las respuestas se han ido dando
con base en el conocimiento acumulado; en el caso de los griegos, las preguntas
se fueron transformando y ya no estuvieron referidas solamente a objetos
concretos sino también geométricos. Los tres famosos problemas griegos: la
duplicacién del cubo, la triseccién del angulo y la cuadratura del circulo son
ejemplo del tipo de problemas que atendia la geometria griega.

1.1.2 La Geometria Griega

Como ya se ha dicho el caracter de la geometria griega trasciende la practica
empirica de las civilizaciones babildnica y egipcia; de hecho, algunos autores
consideran que no ha habido mayor contraste en las matematicas que el paso
de estas civilizaciones a los griegos, y puede uno preguntarse cémo explicar la
divergencia entre la practica antigua que no hacia diferencia entre la verdad
exacta o aproximada, en la que las demostraciones eran inexistentes, y la
geometria griega en la que se desarrolla un método légico para demostrar las
verdades geomeétricas. ¢Por qué no se desarrolld la geometria como una ciencia
experimental?

Este hecho no se puede entender sin revisar algunos aspectos de la geometria
griega, sin llegar a hacer un estudio detallado de la misma, lo cual llevaria mucho
tiempo, ademas de que su estudio va mas alla de los objetivos de este curso.

Las fuentes de las que procede el conocimiento de la geometria griega anterior
a la obra de Ptolomeo son menos directas y fiables que las que se tienen de la
matematica egipcia y babildnica, ya que no se ha contado, en general, con
manuscritos originales de los matematicos griegos de la época antigua.
(Neugebauer, 1957)

Una de las fuentes importantes para conocer la geometria griega es el
Comentario sobre el libro I de Euclides de Proclo (siglo V), (Heath, 1956). Este
comentario incluye el llamado Sumario de Eudemo, un breve resumen de la
geometria griega desde su inicio hasta Euclides, basado en la historia de la
geometria de Eudemo de Rodas (320 a. n. e.), aun cuando no existe certeza
sobre si Proclo tuvo acceso a este texto o a algun resumen elaborado
posteriormente. Asimismo, se presume que Proclo tuvo acceso también a los
Comentarios sobre los Elementos de Herdn y al comentario de Ptolomeo sobre
el V postulado de Euclides; a los trabajos geométricos de Apolonio y de los
pitagdricos y por supuesto a los trabajos de Platon.

Uno de los sabios mencionados en el Sumario es Tales de Mileto, quien fuera
uno de los “siete hombres sabios de Grecia”, el cual se calcula que vivid



aproximadamente entre los afios 624 a 548 a. n. e. Este calculo se ha realizado
a partir de la fecha de un eclipse de sol que se produjo en el afio 585 a. n. e.,
que algunas fuentes refieren que Tales pronostico.

Proclo afirma que Tales establecid los teoremas siguientes:

1) El circulo se biseca por su diametro.

2) Los angulos de la base de un triangulo con dos lados iguales son iguales.
3) Los angulos opuestos de lineas rectas que se intersecan, son iguales.

4) Si dos triangulos son tales que dos angulos y un lado de uno son iguales a
dos angulos y un lado del otro, entonces los triangulos son iguales.

5) El angulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.

6) El llamado Teorema de Tales hasta nuestros dias.

AB AC

i B'C” es paralela @ BC entonces — = ——
Si B'C" es paralela a BC entonees BB oo

Figura 1.1

Algunos de estos resultados eran conocidos desde bastante tiempo antes, lo
importante es la creencia de que Tales usaba razonamiento légico para hacer
ver que eran ciertos y no lo hacia por medio de la intuicién, la experimentacién
y la comprobacién repetida, como en épocas anteriores se habia hecho.

El penultimo resultado era ciertamente conocido por los babilonios
aproximadamente en el 2600 a. n. e. Entre los resultados también atribuidos a
Tales estan el cadlculo de la altura de las piramides de Egipto, observando la
longitud de sus sombras en el momento en que la longitud de la sombra de un
gnomon era igual a su longitud3, y el calculo de la distancia de un barco a la
playa a través de la proporcionalidad.

Independientemente de que algunos de los resultados atribuidos a Tales eran
conocidos con anterioridad y de que no se cuenta con evidencia alguna de sus
razonamientos demostrativos, es claro que es él la primera persona a quien se

3 El gnomon hacia referencia a un objeto alargado que arroja sombra, usualmente la sombra se
proyectaba sobre una escala para medir el tiempo.
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atribuyen descubrimientos geométricos especificos y se estima razonable
concluir que Tales contribuyd para el avance en la direccién de la estructuracion
deductiva de la geometria.

Otro matematico célebre que es mencionado en el Sumario es Pitdgoras, de
quien se afirma continudé el camino de Tales en relacién con el desarrollo
sistematico de la geometria.

El nacimiento de Pitagoras se sitla entre el 580 y 568 a. n. e. La escuela de los
Pitagoricos, situada en Crotona, en las costas de Italia conocida en esa época
como Grecia Magna, se extiende aproximadamente por dos siglos a partir del
ano del afio 540 a. n. e. En ella se estudiaba filosofia y matematicas. De hecho,
los nombres de Filosofia y Matematicas se atribuyen a Pitagoras.

Se sabe poco de la vida personal de Pitdgoras y de sus seguidores y no se puede
tener certeza sobre cuales resultados hay que atribuirle a él personalmente y
cudles a sus discipulos.

Pitdgoras era fundamentalmente un fildsofo y reformador; las matematicas
constituian la base de su sistema filosoéfico y mistico. Sus trabajos matematicos
estaban orientados a ofrecer un fundamento para su sistema filoséfico que era
la base de su ensefianza. Los Pitagoricos agrupaban los objetos matematicos en
cuatro cuerpos (quadrivium): numeros absolutos o aritmética, numeros
aplicados o musica, magnitudes en reposo o geometria y magnitudes en
movimiento o astronomia.

Entre el conocimiento geométrico que se atribuye a los Pitagdricos esta: el
desarrollo de una teoria de las proporciones bastante completa, aunque limitada
a segmentos conmensurables; la utilizacidon de las propiedades de las paralelas
para demostrar que la suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a
dos angulos rectos y algunas propiedades de poligonos y poliedros. Entre estas
Ultimas cabe destacar el célebre teorema llamado de Pitagoras, que expresa la
conocida relacién entre los cuadrados construidos sobre los lados de un tridngulo
rectdngulo. Asimismo, se afirma que los Pitagéricos mostraron que el plano
podia cubrirse con tridngulos equilateros, cuadrados o hexagonos regulares.

Proclo en su Comentario al Libro1, indica que los Pitagdricos dieron el gran paso
de sustentar su geometria sobre sus propios principios fundamentales y de
liberarla de contenido concreto.

Sin embargo, tampoco existe registro alguno sobre la existencia de las
demostraciones realizadas por los Pitagéricos. En el caso particular del teorema
de Pitdgoras, es relativamente facil demostrar este teorema utilizando
resultados sobre tridngulos semejantes, pero los Pitagoricos no tenian una teoria
completa de la semejanza. La demostracion que Euclides aporta en la
proposicion 47 del libro I de los Elementos no utiliza la teoria de figuras



semejantes, y se trata de una demostracidn que Proclo atribuye a Euclides
mismao.
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llustracion 1.4
Elementos de Euclides. Proposicion 47. Manuscrito griego del Siglo XII
http://almez.pntic.mec.es/~agos0000/Elementos.html

La conclusién que se considera mas aceptable acerca de la existencia de
demostraciones en la geometria pitagoérica es que en un inicio justificaban sus
resultados sobre la base de casos especiales, andlogamente a como lo hacian en
aritmética. Sin embargo, se presume que en la época de los ultimos pitagodricos,
es decir, hacia el 400 a. n. e., pudieron haber dado ya demostraciones mas
rigurosas.

La contribucion esencial de los griegos a la matematica fue el concepto de que
los resultados matematicos deberian ser establecidos deductivamente a partir
de un sistema explicito de axiomas.

El texto mas antiguo que nos ha llegado en el que se desarrolla el método
axiomatico deductivo es la obra de los Elementos de Euclides. No se tiene mucha
informacidn acerca de la vida de Euclides, aun cuando se supone que vivid en
Alejandria alrededor del afio 300 a. n. e., de acuerdo con el citado Comentario
de Proclo al Libro I de los Elementos. (Video 2)4.

Proclo sefiala que los elementos de cualquier estudio deductivo deben
considerarse los teoremas fundamentales o clave, los que son de uso amplio y
general sobre el objeto que se esta estudiando, e iniciando con estos elementos,
serd posible adquirir conocimiento de las otras partes de esta ciencia, mientras

4 Khan, Sal. Euclides como el padre de la Geometria. Khan Academy, Creative Common attribution,
subtitulado en espafiol, en https://www.youtube.com/watch?v=WqzK3UAXaHs.
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https://www.youtube.com/watch?v=WqzK3UAXaHs

gue sin ellos sera imposible comprender un objeto tan complejo. Asimismo, de
acuerdo con el mismo Proclo, fue Hipdcrates de Chios quien realiz6é el primer
esfuerzo en este sentido; afirma que Euclides introdujo en sus Elementos
muchos de los teoremas de Eudoxio, perfecciond teoremas de otros antecesores
y proporcionéd demostraciones irrefutables de muchos resultados
insuficientemente demostrados por ellos.

“A Euclides se debe la eleccion del sistema de axiomas, el orden de los teoremas
y el rigor y tersura de las demostraciones, muchas de ellas suyas, sin duda”.
(Kline, 1972).

Independientemente de cuanto haya de original en sus Elementos y cuanto
pueda haber recogido de textos anteriores, el mérito de Euclides es indiscutible.
Cabe mencionar que la obra de Euclides ha sido modelo del estudio de la
geometria elemental durante mas de veinte siglos.

(Video 3)5> https://www.youtube.com/watch?v=ugdP_VQdmrA.

Retomando la pregunta realizada a principio de esta seccion, solamente nos
resta mencionar que, como ya hemos visto, la transformacién del caracter de la
geometria fue un proceso paulatino. Diversos autores del tema consideran
ademas que esta transformacion estuvo indiscutiblemente entrelazada con la
transformacién de la sociedad, de sus estructuras, de la cultura y sobre todo de
la filosofia de esa época. Los Pitagdricos y Platon, ocupan un lugar especial en
esta transformacion.

Platon filésofo griego, alumno de Sdcrates. Se estima nacid entre los afios 428
y 427 a. n. e., fundador de la Academia de Atenas, donde fue maestro de
Aristoteles. La contraposicién entre la realidad y el conocimiento es descrita en
su obra La Republica, que plantea de manera general la filosofia de un estado
ideal, incluye pasajes en los que establece que la matematica (y todo
razonamiento l6gico) necesita apoyarse en presupuestos previos y en lo que
llama el conocimiento discursivo descendente, de lo que se presupone a lo que
se deduce, en el que el pensamiento prescinde de cualquier apoyo sensible, de
cualquier referencia a algo material. Se considera que las ideas filoséficas de
Platon cimentaron el camino de Euclides para la realizacion de su obra los
Elementos.

1.1.3 Las construcciones y los postulados de Euclides

Al hacer una revisidn de algunas de las propiedades elementales del tridangulo
se realizardn algunas construcciones geométricas. El problema de construir
figuras geométricas es uno de los mas antiguos de la geometria y se convirtid
en una rama importante de la geometria elemental.

5 Los Elementos de Euclides en https://www.youtube.com/watch?v=ugdP_VQdmrA.
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¢Qué quiere decir realizar una construccion geométrica?

El problema de realizar una construccién geométrica no se refiere a encontrar
una solucién mas o menos aproximada para fines practicos o sobre algun caso
particular, sino establecer un procedimiento general, del que podamos ademas
comprobar su veracidad a partir de propiedades ya demostradas, a través del
método deductivo.

Llevar a cabo o realizar una construccion geométrica significa entonces que, a
partir de elementos dados o ya construidos (puntos, rectas, tridngulos,
segmentos, circulos, etc.) se derivan otros elementos un nimero finito de veces,
haciendo uso de herramientas predeterminadas (regla, compds, escuadras,
transportador, etc.). Se tiene ademas que definir claramente cudl es el uso
permitido para las herramientas que se utilizan, suponiendo que los
instrumentos tienen precisién ideal.

Pudiera sorprender que cuando se pide que se haga una construccidon las
herramientas permitidas se limiten en general al uso de la regla y el compas, e
incluso en el caso de la regla no se permite su uso para medir, sino solamente
para trazar rectas, lo que expresamos refiriéndonos a ella como regla no
graduada. Esta restriccién podriamos decir que es una “tradicién” geométrica
gue se piensa fue establecida inicialmente por Platdn y que se refleja de manera
fundamental en la obra de Euclides.

¢Como podemos usar los instrumentos: regla y compas?

Las reglas de construccion estan establecidas en los tres primeros postulados de
Euclides (Kline, 1972):

Postulado 1 (Es posible) trazar una recta desde cualquier punto a
cualquier otro.

Postulado 2 (Es posible) prolongar continuamente en linea recta una recta
dada.

Los dos primeros postulados indican que se puede utilizar la regla para trazar el
segmento determinado por dos puntos y para prolongar cualquier segmento
indefinidamente, de modo que solamente se permite hacer uso de una regla no
graduada.

Primer postulado Segundo postulado

Figura 1.2
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Dados dos puntos, se puede hablar de la recta que pasa por esos dos puntos, o
bien del segmento entre esos dos puntos.

En el caso del primer postulado, Euclides se refiere al segmento entre dos
puntos. Aun cuando Euclides no lo menciona explicitamente en estos postulados
subyace la propiedad de que la recta que pasa por dos puntos es Unica y de esta
manera lo asumiremos en el curso. De hecho, algunos autores consideran el
equivalente del primer postulado como: Es posible trazar una Unica recta que
pase por dos puntos dados, o bien, Si dos rectas tienen dos puntos en comun
coinciden en todos sus puntos.

Postulado 3 (Es posible) trazar un circulo con cualquier centro y distancia
(radio).

El tercer postulado indica que se puede trazar una circunferencia que tenga como
centro cualquier punto y que pase por cualquier otro punto.

Tercer postulado

Figural.3

Este postulado restringe el uso del compas que conocemos actualmente, ya que
no permite transportar distancias, esto es como si al levantar el compas del
papel se cerrara automaticamente. Llamaremos a este compas que no permite
transportar distancias “compas euclidiano”, y al que conocemos que si permite
hacerlo “compas moderno”. Aparentemente este hecho restringe las
construcciones que se pueden hacer con el primero. Sin embargo, la segunda
proposicion del libro I de Euclides demuestra que si es posible transportar
distancias: (Es posible) colocar a partir de un punto dado (como extremo) una
recta igual a otra dada.

Para demostrar esta proposicion Euclides solamente hace uso de los postulados
y la primera proposicion del libro 1I: (Es posible) dada una recta finita, construir
un triangulo equilatero.

Se presenta a continuacién la construccion realizada por Euclides.
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Se trazan fas rectas B0 ¥ AL, Postulado 2. Le traza el circulo con centro en & ;' que pase por G
e traza la circunferencia con centro en 8y
que pase por . fostulado 3.

|postulado 3).

%ea3 Pinterseccidn de este ditima circulo v la recta AD,
Sea G interseccion del circulo v la recta &0

Construccion 1.1

Esta construccidon permite afirmar que cualquier construccion que se puede
realizar con el compas moderno se puede también realizar con el compas
euclidiano, aunque por un procedimiento mas largo, porque cada vez que se
requiere trasladar segmentos hay que hacer esta construccion adicional. Sin

embargo, ya que los dos compases son equivalentes, usaremos el moderno por
razones practicas, sin pérdida de rigor.

¢Cudl es la caracteristica de las construcciones que se pueden realizar con regla
y compas?

Se ha visto como se pueden usar la regla y el compas y qué construcciones
basicas se puede realizar con ellos: trazar rectas y circulos; pero, de acuerdo
con lo que se menciond al inicio de la seccidn, para llevar a cabo una construccién
se puede realizar un numero finito de estas construcciones basicas. Esto es, se
puede:

a) Trazar la recta que pasa por dos puntos.
b) Determinar el punto de interseccidon de dos rectas.

c) Trazar un circulo con centro en un punto dado y radio dado.
d) Determinar los puntos de interseccidon de una recta y un circulo.
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e) Determinar los puntos de interseccidon de dos circulos.

Cualquier construccién que se puede realizar con regla y compas, es una
sucesion finita de estas construcciones.

Existen instrumentos ademas de la regla y el compas con los cuales es posible
realizar construcciones geométricas. De hecho, en los intentos por trisecar el
angulo, duplicar el cubo y cuadrar el circulo los griegos hicieron uso de
instrumentos mecanicos y desarrollaron curvas como la cuadratriz. Dados los
objetivos de este curso nos ceniremos a la regla y al compas moderno y no se
abordaran estos tres problemas, pero se considera que conocer este episodio de
la geometria se vuelve obligado para momentos posteriores, en los que el
estudiante haya desarrollado una mayor habilidad geométrica y ampliado su
conocimiento matematico.

1.1.4 Construccion de triangulos

Construccion 1.2

Construir un triangulo que tenga un segmento dado a como uno de sus lados.

A
| N\ e ™
| 1 ' L \
II. B =] J& |I B a I [
, .-"II II"\, )
r
N e /
Sea a el segmento dado. Se seleccionan dos Slahora se escoge cualquier punto A
puntos B v C en el plano tales que BC = a. en el plano, el 4 ABC tiene como lado
Este se puede hacer tomande cualquier 5C un segmento de longitud 4. Este
punto 8 en el plano v trazando un circule con triangulo no es el unico que satisface
radie a. Luego, se selecciona cualguier punto la condiclon enunciada.
C en &l circulo v se obtiens BC = a.

[ De hecho, cualguier otre punto en e
e LY planc que no esté en la recta

| [N determinada por & y C puede ser
' Ir-'(;""-u - W, tercer wértice del tridngulo. Por
ey ejemplo, 4, ¥ 4. en la figura, Los

| B8 —|C tridngulos 4 A BC ¥ A A,BC Henen

; 4 ! también el lado &C de longltud a.
- ;.-._ .--/'lf

Construccion 1.2
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Existen una infinidad de tridngulos que tiene como lado un segmento de longitud
a, tantos como puntos en el plano. Es también claro que los otros dos lados de
los tridngulos, no tienen en general la misma longitud cuando variamos el punto
A. Se puede observar, ademas, que se podria haber escogido cualquier punto
C:, C,, etc., en el circulo y la longitud de BC; y BC, también sera igual al
segmento dado a.

Construccion 1.3
Construir un triangulo que tengan dos segmentos dados a y b como lados.

Sea B un punto cualquiera en &l Se escoge un punkto cualquiera C en la
plano, %e traza una clrcunferenda circunferencia y se obtiene 8C = a,
con centro en B v radlo a. Con centra en © 58 traza una circunferancia

de radia b,

Cualguier punto A4 en esta Cada punto A en la circunferencla con centro en Cy
circurferancia estd a distancia b de C. radio b puede ser el tercer vértice de un A ABC gue
tanga sus lados BC =2 y CA, = b

Construccion 1.3
Existen una infinidad de triangulos que tienen dos de sus lados de longitud a y
b respectivamente, tantos como puntos en el circulo de radio b. El tercer lado

de los triangulos construidos, no tiene necesariamente la misma longitud cuando
variamos el punto A sobre el circulo.
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Actividad 1

Dados tres segmentos a, b y ¢, construye un tridngulo que los tenga como lados.
Determine si siempre se puede construir el tridngulo. Si no siempre se puede
construir, determine la relacion que debe haber entre la magnitud de los lados
para que sea construible.

D ((F

existen A1y Az.

‘ No en todos los casos los
‘ circulos con centroenByen C
se intersectan y por tanto no

¢De qué depende?

Puede ver el archivo Construccion_1.4.gif.

1.2. Congruencia de triangulos

Como se ha observado, algunas de las preguntas que se han hecho en la seccidn
anterior con respecto a las construcciones realizadas son las relativas a bajo que
condiciones se puede realizar esa construccion y a cuantos triangulos se pueden
construir dadas esas condiciones.

Estas preguntas aparecen con frecuencia y son muy importantes en las
matematicas; se expresan usualmente como “existencia de la solucién”, esto es,
si existe la solucién a un problema dado y “unicidad de la solucion”, esto es si la
solucidn que existe es Unica. En el caso de que haya mas de una solucion, es
también de importancia conocer cuantas soluciones existen y de qué tipo son.
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En el caso de las construcciones desarrolladas en la seccién anterior, aln cuando
dimos respuesta parcialmente a estas preguntas, no aclaramos en forma precisa
que se quiere decir cuando hablamos de triangulos distintos.

En general se dice que dos figuras geométricas son iguales si tienen el mismo
tamano y la misma forma.

A B

- D
c “ |D 1

Los dos cuadrilateros tienen sus lados iguales, pero la forma no es igual.
éQué es lo que cambia?

Figural.4

Con la intencién de que sea evidente cuando se habla de figuras que tienen el
mismo tamafno y la misma forma y que el concepto quede descrito en forma
precisa, se define la congruencia de figuras de la siguiente manera:

Dos figuras se dicen congruentes, si tienen respectivamente sus lados y angulos
de la misma magnitud. A los lados y dangulos correspondientes también se les
llama homdlogos.

Se utiliza el simbolo = para denotar que dos figuras son congruentes.

En relacién con los problemas de construccién que se presentaron en la seccion
Construccion de triangulos, cuando se quiere saber el nUmero de tridngulos que
se pueden construir, se esta haciendo referencia a cuantos triangulos no
congruentes se pueden construir. Esto es, se considera que todos los triangulos
congruentes son la misma solucion.

Dicho de otra forma, aun cuando la posicidn relativa de los tridangulos en el plano
sea diferente, se consideran como la misma solucidn, si son congruentes.

Dos triangulos son congruentes si tienen iguales sus lados y sus angulos, esto
es, se requiere la igualdad de seis elementos. Seguramente recuerda que en el
caso de los tridngulos si tres de sus elementos son iguales, no cualesquiera tres,
se puede asegurar que los tridngulos son congruentes.

Si dos triangulos tienen dos de sus lados respectivamente iguales y el angulo
entre ellos igual, entonces los triangulos son congruentes. Esta propiedad es la
proposicion 4 del libro I de Euclides, quien la demostrd superponiendo los
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triangulos®. En realidad, esta propiedad no es demostrable a partir de los
postulados establecidos en los Elementos.

Las otras dos propiedades que permiten establecer la congruencia de dos
triangulos son:

Si dos triangulos tienen sus lados respectivamente iguales entonces son
congruentes.

Si dos triangulos tienen un lado y los angulos adyacentes a ese lado
respectivamente iguales entonces son congruentes.

A estas propiedades se les llama criterios de congruencia de tridngulos y para
fines practicos se les denota usualmente como LAL (lado, angulo, lado) a la
primera; LLL (lado, lado, lado) a la segunda y ALA (angulo, lado, angulo) a la
tercera.

Si se analizan las construcciones que se realizaron en esta seccion, se observa
gue solamente se construyeron rectas, segmentos, circulos, puntos sobre los
circulos e intersecciones de circulos en cada uno de los casos. Esto indica que
las construcciones que se han realizado se pueden hacer con regla y compas. A
partir de este momento, cada vez que se requiera hacer otra construccién que
involucre en el proceso trasladar segmentos o construir triangulos como los que
hemos construido en las construcciones 1.1, 1.2, 1.3 o0 1.4, ya no realizaremos
la construccion sino la daremos como ya realizada, con la finalidad de obtener
figuras mas claras.

Actividad 2

1) Realice las construcciones 1.2, 1.3 y 1.4 de esta seccidon con el programa
Geogebra.

2) En relacién con la construccidon 1.3 responda las siguientes preguntas y
justifique su respuesta.

a) ¢Es unico el tridangulo que se puede construir?
b) ¢Es el tercer lado igual en todos los triangulos?
c) ¢éQué se puede decir de sus angulos?

3) En relacién con la construccion 1.4 de esta seccién responda las
siguientes preguntas y justifique su respuesta.

a) Enuncie la condicion que encontrd en la Actividad 2 para que dados tres
segmentos se pueda construir un triangulo que los tenga como lados.

6 En la actualidad, esta situacidn se ha precisado diciendo que dos figuras son congruentes si una
puede hacerse coincidir con la otra a través de transformaciones rigidas del plano (las que
conservan la métrica). Esta perspectiva nace a partir del Programa de Erlangen de Félix Klein a
finales del siglo XIX. En su obra, Klein plantea el estudio de las geometrias a través de los
invariantes bajo ciertos grupos de transformaciones.
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b) ¢éEn dado caso, cuantos tridngulos se pueden construir que tengan
como sus lados tres segmentos dados?
c) ¢Qué se puede decir de sus angulos?

Actividad 3
Construya dos tridangulos que tengan dos lados iguales y un angulo igual y que
no sean congruentes. Haz la construccién con Geogebra.

Algunos problemas con puntos inaccesibles

Se ha mencionado que Tales de Mileto calculd la distancia de un barco a la playa.
Este tipo de problema involucra lo que llamamos puntos inaccesibles ya que no
se pueden utilizar para realizar directamente la medicidon, pero se pueden
determinar los dngulos que forman las visuales al punto con una recta accesible.

Figura 1.5

En la figura 1.5, A representa al barco y B al punto a la playa desde donde se
quiere medir la distancia a A; las dos rectas punteadas representan las visuales
desde el punto B y desde otro punto cualquiera C en la playa.

Aun cuando no se sabe con precision la forma en que Tales de Mileto pudo haber
resuelto el problema, bien pudo ser transportando los angulos a y B que forman
las visuales al punto A con el segmento BC construyendo los angulos yy & de tal
forma que =y y B=38. Los tridngulos ABC y A’BC resultan congruentes por ALA
y se tiene que AB = A’B, quedando resuelto el problema.

Una forma en que Tales pudo haber transportado los angulos es la siguiente:
tomando dos tiras de madera y sujetando con un perno uno de los extremos de
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cada una de ellas. Poniendo asi el perno en el vértice del angulo que queria
transportar y cada una de las tiras en la direccidn de los lados del angulo. Fijando
entonces las tiras de tal forma que la abertura entre ellas no cambiara.
Actualmente no se tiene la necesidad de utilizar un instrumento semejante a
éste para transportar angulos, se cuenta con el “transportador”. Sin embargo,
en una de las actividades siguientes se pedirda que se transporten los angulos
con regla y compas.

Si se toma en cuenta que una de las actividades importantes de las antiguas
civilizaciones fue la Astronomia, se puede asegurar que trabajar
geométricamente con puntos inaccesibles, pero Vvisibles, tuvo entonces
particular interés.

Actividad 4

Resuelva los siguientes problemas que involucran puntos inaccesibles o bien
para los que no se puede realizar la medicién directa. Haz un diagrama en cada
caso.

1) Encuentre una forma distinta a la presentada en el texto para calcular la
distancia de un barco a la playa.

2) Encuentre la distancia AB entre dos puntos accesibles, pero que estén
separados por un obstaculo que impide la medicion directa (un lago, por
ejemplo).

3) Encuentre la distancia AB entre dos puntos que estan separados por un
obstaculo no acotado que impide la medicidn directa (un rio, por ejemplo).

4) Dos rectas | y I' accesibles, se intersectan en un punto invisible e inaccesible
A. Encuentra la distancia entre A y un punto accesible O.

5) Encuentre la distancia entre dos puntos visibles, pero inaccesibles A y B (dos
barcos, por ejemplo).

Actividad 5

Realice las siguientes construcciones con regla y compas y justifique que ha
construido efectivamente el objeto deseado.

1) Dado un angulo a y un segmento de recta PQ, construir un angulo igual a
o que tenga como Vvértice a Py como uno de sus lados a PQ.

2) Construir la bisectriz de un angulo dado o. Recuerde que la bisectriz de un
angulo es la recta que pasa por su vértice y lo divide en dos partes iguales.

3) Dada una recta m y un punto P cualquiera del plano construir una recta
perpendicular a m que pase por P. Considere los diferentes casos
dependiendo si P esta en la recta m o fuera de ella.
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4) Construir el punto medio de un segmento AB.

5) Construir la mediatriz de un segmento AB. Recuerde que la mediatriz de un
segmento es la recta perpendicular al segmento por su punto medio.

1.3 Mas sobre los Elementos de Euclides

Cabe ahora hablar un poco mas sobre la obra de Euclides. Esta obra esta
compuesta por trece libros. El Libro I trata congruencia, paralelas, el teorema
de Pitagoras, figuras equivalentes (en area) y paralelogramos y en él se incluyen
las definiciones de los conceptos, nociones comunes y postulados que se usaran
posteriormente en el texto; el II aborda el algebra geométrica; el III trata
sobre circulos y las propiedades de las tangentes, angulos inscritos, centrales,
etc.; el IV sobre poligonos inscritos y circunscritos; el V, basado sobre la obra
de Eudoxio, es sobre proporciones, también tratadas geométricamente
incluyendo segmentos inconmensurables; el VI sobre poligonos semejantes, del
VII al IX sobre teoria de numeros; el X sobre magnitudes inconmensurables y
del XI al XIII sobre Geometria Sélida’. (Kline, 1972).

Algunas de las definiciones:

Definicion 1. Un punto es lo que no tiene partes.

Definicion 2. Una /inea es una longitud sin anchura.

Definicion 3. Los extremos de una linea son puntos.

Definicion 4. Una recta es una linea que yace llanamente sobre sus puntos.
Definicion 5. Una superficie es la que soélo tiene longitud y anchura.

Definicion 10. Cuando una recta corta a otra formando angulos adyacentes
iguales, cada uno de los angulos iguales se llama angulo recto, y la recta que se
eleva sobre la otra se llama perpendicular a ésta.

Definicion 15. Un circulo es una figura plana rodeada por una linea tal que
todas las rectas que inciden sobre ella desde un cierto punto interior a la figura
son iguales entre si.

Definicidon 23. Rectas paralelas son aquellas que, estando en el mismo plano,
no se encuentran cuando se prolongan indefinidamente en ambas direcciones.

Como es claro, las primeras definiciones estan cargadas de contenido material e
intuitivo, pretenden hacer abstraccidon del mundo real. Asimismo, algunos de los
términos son imprecisos. En la actualidad cuando se trabaja con sistemas
axiomaticos, los términos primitivos como punto, recta, superficie, etc. no se

7 Para mayor informacién sobre este tema pueden consultarse Kline (1972) y Heath (1956) de la
bibliografia de referencia.
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definen y su naturaleza estd dada por sus relaciones, aportadas implicita o
explicitamente por los axiomas.

Como se ha mencionado, en la obra se incluyen cinco postulados y cinco
nociones comunes, a las que Proclo llama axiomas. Aristételes hacia la distinciéon
que las nociones comunes eran aplicables a todas las ciencias y los postulados
solamente a la Geometria e incluso afirmaba que no se precisa la certeza de que
los postulados fueran verdaderos, y que su veracidad se comprobaria al
confrontar con la realidad los resultados de ellos deducidos.

Postulados:

Postulado 1. (Es posible) trazar una recta desde cualquier punto a cualquier
otro.

Postulado 2. (Es posible) prolongar continuamente en linea recta una recta
dada.

Postulado 3. (Es posible) trazar un circulo con cualquier centro y distancia
(radio).

Postulado 4. Que todos los angulos rectos son iguales.

Postulado 5. Si una recta incide sobre otras dos formando del mismo lado,

angulos internos menores que dos rectos, al prolongarlas indefinidamente se
encontraran por el lado en que los angulos sean menores que dos rectos.

Figura 1.6

Nociones Comunes:

Nocion comin 1. Cosas que sean iguales a la misma cosa son también iguales
entre si.
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Nocion comin 2. Si a cosas iguales se suman cosas iguales, los totales son
iguales.

Nociéon comun 3. Si a cosas iguales se restan cosas iguales, los restos seran
iguales.

Nocion comin 4. Cosas que encajen cada una en la otra son iguales entre si.

Nocion comin 5. El todo es mayor que la parte.

Actividad 6

Analiza las proposiciones 5, 6, 13, 14, 15, 16 y 22 del libro I de Euclides. Puedes
encontrar las proposiciones y demostraciones correspondientes en la liga:
http://newton.matem.unam.mx/geometria/.

Al final de la secciéon 1.1 se habld de las ideas de Platdn, al respecto de
prescindir en la matematica de cualquier apoyo sensible, de cualquier
referencia a lo material. Sin embargo, Euclides usa algunos argumentos
aceptables desde la experiencia del mundo material, pero que no todos son
consecuencia de sus suposiciones iniciales. Si se revisan las construcciones
formuladas en las proposiciones 1 y 22 del libro I, para construir un tridngulo
equilatero sobre un segmento, asi como para construir un tridngulo dados tres
segmentos como lados, se afirma que cierto par de circulos se intersecan. Ni en
las definiciones, ni en las nociones comunes o postulados formula Euclides
alguna propiedad para garantizar que dos circulos se intersequen, si bien lo hace
para que dos rectas lo hagan en el quinto postulado. Tampoco da una razdén en
sus demostraciones sobre por qué existe esta interseccidn. Hemos hecho esto
mismo en las construcciones que hemos realizado. La razén para hacerlo es que
al trazar los circulos en el papel o mediante el programa Geogebra se intersecan
materialmente. Sin embargo, esto no esta garantizado por los postulados
propuestos por Euclides.

En el caso de la construccion 1.4 (proposicion 22 del libro I) son dos los asuntos
involucrados, uno es la posicién relativa de los circulos que pueden estar muy
alejados o uno contenido en el otro y evidentemente no hay interseccion.

Pero en el caso en que una parte del circulo esta dentro del otro, pero otra parte
esta fuera de él, se aprecia que deberian intersecarse. Recuerde que en la
construccién 1.4 los circulos se intersecan o no, dependiendo de cdmo varian las
longitudes a, b y c. El segundo asunto es éste, épor qué existe el punto de
interseccidn en el Ultimo caso? Para responder esta pregunta ahora, se piensa
inmediatamente en el concepto de continuidad, sin embargo, no es hasta el siglo
XIX que los conceptos de nimeros reales y continuidad se formalizaron, por lo
gue no formaban parte del entorno matematico de Euclides, por lo que se puede
inferir que para Euclides esto era parte de su experiencia material, esto es, se
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pueden considerar como parte de sus postulados implicitos. De la misma forma,
en la construccién formulada en la proposicidon 2, se propone que la existencia
del punto P, en la construccién 1.1, como la interseccion del circulo y la recta
DA, sin que tampoco se fundamente su existencia, mas alld de la experiencia
material.

Se trazan las rectas BD y AD (postulado 2). Se traza el circulo con centro en B y que pase por C

(postulado 3). Sea G interseccion del circulo y la recta BD.

Figura 1.7

En resumen, en los Elementos se emplean algunos elementos que no
forman parte de los axiomas ni de las nociones comunes, pero que formaban
parte de la experiencia material de Euclides. La continuidad de las figuras en
este caso. La falta de este tipo de postulados ha sido calificada por algunas
corrientes como “fallas” en el trabajo de Euclides, pero realmente pueden
considerarse producto de la concepcidon griega de la geometria como una
representacion del espacio fisico.

Los Elementos de Euclides fueron por mucho tiempo modelo de la teoria
matematica deductiva y los postulados de los Elementos fueron considerados
verdades universales del espacio fisico durante muchos siglos, hasta el
surgimiento de las geometrias no euclidianas. Tuvieron que pasar muchos siglos
para que el caracter de la axiomatizacién evolucionara.

En la matematica moderna, la verdad de los resultados en el mundo real no es
relevante, lo importante es si son consistentes y si la teoria en cuestion se puede
deducir a partir de los postulados. En el caso de la fundamentacion de la
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geometria, tuvieron que pasar mas de veinte siglos y una gran transformacion
de las matematicas para que se desarrollara una nueva axiomatica para la
geometria euclidiana, que retomé la axiomatica de Euclides y utilizé los nuevos
conceptos y areas desarrolladas.

Entre los axiomas que se introducen en la Fundamentacién de la Geometria de
Hilbert estan los de congruencia, en particular la proposicion 4 de Euclides, los
de orden y los de continuidad. Con la Fundamentacidon de la Geometria de
Hilbert, las demostraciones se vuelven menos dependientes de las figuras y se
puede asegurar las condiciones en las que se intersecan las rectas y las
circunferencias (en otras palabras, las rectas y las circunferencias son
continuas, no tienen agujeros).

Retomar el trabajo de Euclides o de Hilbert, en el sentido de ir demostrando
cada una de las propiedades basicas y con base en estos resultados demostrar
otras propiedades de mayor interés, requiere un tiempo mayor al programado
para este curso. El interés que en todo caso tiene seguir por ese camino esta
relacionado con el estudio de la fundamentacién de la geometria, que no es el
objeto de nuestro estudio.

Por ello, se tomaran algunos resultados como ya demostrados para el posterior
desarrollo del curso. Los elementos adicionales a los postulados de Euclides que
se tomaran, algunos de los cuales se considera son naturales para el estudiante,
ya sea por su caracter intuitivo o bien por la familiaridad que se supone que
tiene el estudiante con ellos, permitiran tener un tratamiento mas agil. En este
momento no preocupa que las propiedades propuestas sean independientes,
sino que permitan un desarrollo consistente de las propiedades geométricas vy
que apoyen al mismo tiempo la construccidn del sentido geométrico de los
estudiantes.

Dividimos las propiedades que se tomaran como elementos de partida en cinco
grupos.

1. Las propiedades generales que forman parte de los postulados y del libro 1
de Euclides:

a) los 5 postulados de Euclides,

b) la proposicién 2: “(Es posible) colocar a partir de un punto dado (como
extremo) una recta igual a otra dada”.

c) las propiedades de congruencia de tridngulos (proposiciones 4, 8 y 26),

d) la desigualdad del tridngulo (proposicién 20): Dado un triangulo, la suma
de cualesquiera dos lados es mayor que el tercero,

e) las proposiciones 13 y 14: “Sj dos rectas se cortan forman angulos
adyacentes rectos o que suman dos rectos”y “Si dos angulos adyacentes
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suman dos angulos rectos, los lados no adyacentes de los angulos son
colineales”,

f) proposicion 15: “Dos rectas que se cortan una a la otra producen angulos
opuestos iguales”.

Las propiedades del libro I relacionadas con las paralelas.

Cabe mencionar que Euclides no utilizé el V postulado para demostrar las
primeras 28 proposiciones y es hasta la demostracion de la proposicién 29
que lo utiliza

a) proposicion 27: “Si una recta al cortar dos rectas hace angulos alternos
internos iguales entre si, entonces tales rectas seran paralelas entre si”.

Figura 1.8

En la figura 1.8, la recta c corta a las rectas a y b, si si «= 3, entonces las
rectas a y b son paralelas.

b) proposicién 28: “Si una recta al cortar dos rectas forma el angulo externo
igual al angulo interno y opuesto del mismo lado, o los dos angulos
internos del mismo lado suman dos angulos rectos, entonces las rectas
seran paralelas entre si”,

Figura 1.9
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En la figura 1.9, la recta c corta a las rectas a y b, si si «=f, entonces las
rectas a y b son paralelas. O bien, si B +ysuman dos rectos, entonces las
rectas a y b son paralelas.

c) proposicion 29: “Una recta al cortar dos rectas paralelas hace los angulos
alternos internos iguales entre si, el angulo externo igual al angulo interno
y opuesto del mismo lado, y la suma de los dos angulos internos del
mismo lado igual a dos dngulos rectos”,

Las propiedades relativas a la interseccion de rectas y circulos bajo ciertas
condiciones, derivadas de la continuidad de las rectas y las circunferencias:

a) Sean A, B y C tres puntos no colineales y m una recta que no pasa por
ninguno de estos tres puntos, si m corta el lado BC del tridngulo entonces
corta al lado AB o al lado AC (Axioma de Pasch).

Figura 1.10

En la figura 1.10 se muestran las dos posibilidades, en el caso de que
la recta m corte al lado AB, esto es, si corta a AB entonces corta a BC
0 a AC. Esta propiedad se puede ver intuitivamente como si la recta
gue entra al triangulo por uno de sus lados, tiene que salir por alguno
de los otros dos.

b) Cualquier punto P en una recta m divide la recta en dos semirrectas
ajenas; si Q y R son dos puntos, uno en cada semirrecta, decimos que el
punto P esta entre Q y R.

c) Cualquier recta m divide al plano en dos semiplanos ajenos; si Py Q son
dos puntos, uno en cada semiplano, el segmento PQ corta a la recta m, si
P y R son dos puntos en el mismo semiplano, el segmento PR no corta al
segmento.
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d)

m Q

Figura 1.11

En la figura 1.11 se muestra la recta m. Para distinguir los dos semiplanos
se ha sombreado uno de ellos. P y Q estan en diferente semiplano vy el
segmento PQ corta a m en C. Si Py R estan en el mismo semiplano el
segmento PR no corta a la recta m.

Cualquier circunferencia divide al plano en dos regiones ajenas, el interior
y el exterior; si P es punto en el interior, cualquier recta que pasa por P
corta la circunferencia en dos puntos.

Figura 1.12

En la figura 1.12 se muestra una circunferencia. Para distinguir el interior
del exterior, se ha sombreado el interior. P esta en el interior, cualquier
recta por PQ corta al circulo en dos puntos A; y A> 0 B; y B;, por ejemplo.
Se dice que la recta es una secante del circulo.

Dos circunferencias de radio r y s respectivamente, se intersecan en uno
odos puntossiysélosia<r+s,r<a+s;,s<a+r.

En la figura 1.13 se ilustra Ia
propiedad anterior, sia <r+s,r<a
+ sy s < a + r, entonces la
circunferencia con centro en B y radio
ry la circunferencia con centroen Cy
radio s se intersecan en dos puntos.
En la figura les llamamos A; y A..

A

Figura 1.13
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En la figura 1.14 se ilustra |la
propiedad anterior, si a = r + s,
entonces la circunferencia con centro
en B y radio r y la circunferencia con
centro en C y radio s se intersecan en
un solo punto. En la figura le lamamos
A.

Figura1.14

Antes de enunciar las propiedades relacionadas con el drea se veran algunos
aspectos de como fue tratada por Euclides. A partir de la proposicion 35, Euclides
introduce otro concepto de igualdad, adicional al ya visto en el caso de la
congruencia de tridngulos, en esta ocasién referida al drea de los poligonos. En
este caso, la igualdad también es un término indefinido. Ademas, no hace uso
de numeros para medir areas, sino que establece relaciones entre ellos. Con la
intencion de tener mayor claridad veamos las ideas involucradas en la
demostracién de la proposicion 35 del libro 1.

Proposicion 35. Los paralelogramos que estan sobre la misma base y estan
contenidos entre las mismas paralelas, son iguales.

Sean ABCD y EBCF, los paralelogramos que tienen la misma base BC. Sean BC
y AF paralelas.

B C
Figura 1.15

Euclides demuestra que los tridngulos ABE y DCF son congruentes y en
consecuencia sus areas son iguales. Con esta igualdad y quitando de los dos
triangulos el triangulo GDE, concluye que los trapecios BGDA y CGEF son
iguales y finalmente aumentando a cada uno de estos dos trapecios el
triangulo BCG llega a conclusién de que ABCD y EBCF son iguales.
En esta demostracién, asi como en las demas demostraciones del libro I
relacionadas con area, Euclides no hace uso de magnitudes sino de la
comparacién entre las figuras geométricas, utilizando de manera esencial las
nociones comunes y el hecho de que figuras congruentes tienen areas iguales.
En la actualidad el concepto de area puede introducirse formalmente en
contextos muy diversos y con alcances diversos también. En este curso
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solamente se utilizaran resultados basicos sobre el area de poligonos vy
circulos.

4. Las propiedades relacionadas con el area.

a)
b)

)

d)

e)

Dos figuras congruentes tienen la misma area.
Dos figuras equicompuestas tienen la misma area®.

Proposicion 35 del libro 1: Los paralelogramos que estan sobre la misma
base y estan contenidos entre las mismas paralelas, son iguales.

Si un paralelogramo tiene la misma base que un tridngulo y esta contenido
entre las mismas paralelas, el paralelogramo (su area) es el doble del
triangulo (Proposicién 41 del libro I).

Los tridngulos y paralelogramos (es decir sus areas), que estan bajo la
misma altura son entre si como sus bases (Proposicion 1 del libro VI)

5. Las propiedades relacionadas con angulos centrales y area del circulo.

a)

En una misma circunferencia o en circunferencia iguales, dos angulos
centrales son iguales si y sélo si subtienden arcos y cuerdas iguales
(Proposiciones 26, 27 y 29 del libro III).

— Q)

Q,

Figura 1.16

Se llama angulo central de una circunferencia a un angulo con vértice en
el centro de la circunferencia. Se llama arco subtendido al arco de
circunferencia determinado por las intersecciones de los lados del angulo
con la circunferencia y cuerda al segmento determinado por estas
intersecciones.

En la figura 1.16 se muestran dos circunferencias con radio igual a r, una
con centro en A; y otra con centro en A,. Se tiene en cada circunferencia
un angulo central igual a o.

8 Se dice que dos figuras son equicompuestas si se puede descomponer una de ellas en figuras
ajenas con las cuales es posible componer la segunda figura.
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De acuerdo con la propiedad enunciada, el arco P;Q; que subtiende el
angulo « en la circunferencia con centro en A; y radio r es igual al arco
P-Q> que subtiende el angulo « en la circunferencia con centro en A, y
radio r. Asimismo, la cuerda P:Q; que subtiende el angulo « en la
circunferencia con centro en A; y radio r es igual al segmento P.Q. que
subtiende el angulo « en la circunferencia con centro en A, y radio r.
Inversamente, si los arcos o las cuerdas P;Q: y P>Q> son iguales, entonces
los dngulos centrales que los abarcan son iguales.

b) En circunferencias iguales, los angulos centrales guardan la misma razén
gue las circunferencias sobre las que estan (Proposicion 33, libro VI).

c) Los circulos (sus areas) son el uno al otro como los cuadrados de sus
diametros (Proposicion 2, libro XII).

Si A;y Az son las areas de dos circulos de didmetros d; y d2, actualmente
se puede expresar la proposicidon anterior como:

A dq.?
= = - = constante .
Az d;

1.4 Las demostraciones en Geometria
1.4.1 {Qué es una demostracion?

En esta seccidon y en la 1.6 se presentan algunas orientaciones sobre la
demostracidon en matematicas.

Se puede decir que una demostracion es una serie de argumentos (inferencias)
por medio de los cuales se deduce que una proposicidén es verdadera. Asi, en la
demostraciéon de cada teorema geométrico se realizan una serie de deducciones
con base en los axiomas o teoremas ya demostrados. La pregunta obligada es
entonces, {qué condiciones debe satisfacer una demostracion para ser valida?

e Debe basarse en proposiciones verdaderas, esto es, en las definiciones, los
axiomas y proposiciones ya demostradas como verdaderas.

e Las inferencias de que conste la demostracion deben estar bien construidas.
e Silas premisas son verdaderas la conclusién no puede ser falsa.
Lo cual abre otra pregunta, écuales son las inferencias bien construidas?

De acuerdo con Fetisov (1980), la mayoria de las inferencias en las
demostraciones geométricas sigue alguno de los siguientes esquemas:

e Sip entonces g e Sip entonces g
e Sigentoncesr e Sigentoncesnor
e Luego si g entonces r e Luego si g entonces no r
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En estos esquemas, p, g y r estan simbolizando proposiciones, esto es,
enunciados que son verdaderos o son falsos. Este es el principio que en légica
se llama del tercero excluido. No hay otra alternativa, cada proposicion es
verdadera o es falsa.

Las diferentes formas de articular los elementos de una demostraciéon conducen
a diferentes tipos de demostraciones. En esta seccidon y en la seccion 1.6, se
referirdn las que se consideran mas usuales.

1.4.2 Conectivos Iégicos

Una proposicién compuesta esta formada por proposiciones simples como p, g y
r, etc., conectadas de diferentes formas. Los conectivos Idgicos mas comunes
son no, y, 0y si...entonces.

La proposicidon “no p”, que se simboliza =p, se denomina la negacién de p; la
proposicidon “p y g”, que se simboliza como p A g, se denomina la conjuncion de
p y @g; la proposicidn “p o g” que se simboliza como pvgq, se denomina la
disyuncién de p y g y la proposicion “si p entonces g” que se simboliza como
p = q, se denomina la condicional.

La proposicidén —p es la negacion de la proposicion p, por ejemplo, si p es la
proposicion los paralelogramos son cuadrilateros, entonces la proposicién —p es
los paralelogramos no son cuadrilateros. Otro principio légico importante es que
si p es verdadera entonces —p es falsa y viceversa. A este principio se le llama
de no contradiccion.

La proposicidon p A g es la conjuncidon de estas dos proposiciones, por ejemplo, si
p es la proposicion los paralelogramos son cuadrilateros y g es la proposicion los
paralelogramos tienen los angulos opuestos iguales, la proposicidbn pAg es
entonces los paralelogramos son cuadrilateros y tienen sus angulos opuestos
iguales. La proposicibn pAq es verdadera solamente cuando las dos
proposiciones simples p y g son verdaderas.

La proposicidn p Vv g es la disyuncion de estas dos proposiciones, por ejemplo, si
p es la proposicion los paralelogramos son cuadrilateros y g es la proposicion los
paralelogramos tienen los angulos opuestos iguales, la proposicidn pvg es
entonces los paralelogramos son cuadrilateros o tienen sus angulos opuestos
iguales. La proposicion pvgq es verdadera cuando alguna de las dos
proposiciones simples p y g es verdadera.

La proposicidon p = g, llamada condicional es, por ejemplo, si p es la proposicion
el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo y q es la proposicién los angulos
opuestos del cuadrilatero ABCD son iguales, la proposicidon p = g es entonces si
el cuadrilatero ABCD es un paralelogramo entonces sus angulos opuestos
iguales.
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Al igual que en el caso de las otras proposiciones compuestas, sus valores de
verdad, es decir si esta proposicion es verdadera o falsa, dependen de los valores
de verdad de las proposiciones p y q.

En una proposicién compuesta del tipo p = g, a la proposicién p se le llama
hipétesis o antecedente y a la proposicion g se le llama conclusién o
consecuente.

e El enunciado condicional afirma que la hipdtesis implica la conclusion.

e No afirma que la hipdtesis sea verdadera, sino que, si la hipdtesis es
verdadera, entonces también la conclusion es verdadera.

Esta proposicion sélo tiene valor de verdad falso cuando la hipotesis es
verdadera y la conclusidn es falsa (si las premisas son verdaderas, la conclusién
no puede ser falsa). Ademas, de una premisa falsa puede deducirse cualquier
cosa.

Como se ha mencionado, los teoremas tienen esta forma condicional.

Hay varios métodos de demostracidén para este tipo de proposiciones, basados
en proposiciones que son légicamente equivalentes.

¢Qué quiere decir que dos proposiciones son légicamente equivalentes?

Para ver cuando dos proposiciones son ldgicamente equivalentes se utilizan las
tablas de verdad. Una tabla de verdad es un arreglo que permite conocer los
posibles valores de verdad de una proposicién compuesta a partir de los valores
de verdad de las proposiciones simples. Dos proposiciones son Idgicamente
equivalentes si sus valores de verdad son los mismos.

La tabla de verdad de la proposicidén compuesta p = g es:

P q pP=>4q
4 4 4
4 F F
F 4 4
F F 4
Tabla 1.1

1.4.3 Demostracion directa:

En el método de la demostracién directa para p = g, se inicia con la proposicion
p, que se supone verdadera, y se deduce a partir de ella una nueva proposicion
p1 que es verdadera como resultado de que p lo es, y asi sucesivamente hasta
llegar a la conclusion g. Hay que hacer notar que en el razonamiento
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generalmente se incluyen otros elementos que aun cuando no forman parte del
enunciado, son axiomas, definiciones o0 proposiciones que ya han sido
demostradas como verdaderas.

Cuando se quiere demostrar que “si p es verdadera entonces g también los es”,
no se esta suponiendo que p es verdadera siempre, lo que se quiere demostrar
es que cuando p es verdadera, entonces g también lo es.

Otro elemento que hay que hacer notar es que muchas de las demostraciones
que se efectlan en Geometria, se realizan haciendo alguna o algunas
construcciones auxiliares.

La demostracién del siguiente teorema esta realizada por el método directo.

Teorema 1.4.1

Los angulos en la base de un triangulo isésceles ABC son iguales.

Antes que nada, se puede reformular el enunciado del teorema como: Si un
triangulo es isésceles entonces los angulos adyacentes a su base son iguales

donde la proposicidn p es un triangulo es isdsceles y q es los angulos adyacentes
a su base son iguales.

Para interpretar adecuadamente la proposicidn, recuerde que por definiciéon un
triangulo es isdsceles si tiene dos lados iguales y se acostumbra designar como
base del tridangulo isdsceles al lado desigual.

Demostracion:

Sea AABC un tridngulo isésceles (hipétesis). Esto es, AB = AC (por la definicion
de tridangulo isdsceles). Llamemos «, fy y a sus angulos.

Se quiere demostrar que los dngulos en la base son iguales, g y y en el caso de
la figura 1.17. La demostracion que se presenta es la realizada por Euclides.

A

a

Figura 1.17

Construccion auxiliar: Se prolonga la recta AB y se escoge un punto D (postulado
2). Se prolonga AC (postulado 2). Sea E un punto en la prolongacién de AC tal
que CE = BD (proposicion 2). Se consideran los AADC y AAEB.

35



AD = AE, ya que AB = AC y CE = BD (nocién comun 2),
AC = AB, por hipoétesis, y a es comun a los dos triangulos.

Por lo tanto, se tiene que AADC = AAEB, por el primer criterio de congruencia
de tridngulos (LAL), entonces, BE = DC, < ABE =< ACD y < BEA = < CDA.

Ahora bien, considérense ABDC y ACEB,
AD = AE, ya que AB = ACy CE = BD (nocién comun 2),
DC = EB, por la demostracion anterior,
BC es comun a los dos tridangulos.

Por lo tanto, se tiene que ABDC = ACEB, por el segundo criterio de congruencia
(LLL), entonces, < CBD = < BCE, < BDC =< CEB y ¢ =< DCB = < EBC = §.

Yaque < ABE =< ACDy § = ¢, entonces g = y, (nocién comun 3), como se queria
demostrar.

Como se puede observar, la estructura de la demostracion consistiéo en probar
que:

1. “siun triangulo ABC es isOsceles y se prolongan los dos lados iguales con
segmentos iguales entonces se forman dos triangulos con dos lados y el
angulo entre ellos iguales”,

2. “sidos triangulos tienen dos lados y el angulo entre ellos iguales entonces
son congruentes”,

3. “si dos tridangulos son congruentes entonces todos sus angulos y lados
correspondientes son iguales”,

4. “si dos triangulos tienen sus tres lados iguales entonces son
congruentes”.

5. "si dos triangulos son congruentes entonces todos sus angulos
correspondientes son iguales”,

Observe que la primera de estas proposiciones es derivada de la construccidn
realizada, la cual se puede realizar en vista de resultados anteriores (postulado
2 y proposicién 2 de Euclides). La segunda de estas proposiciones es uno de los
resultados que se ha considerado como axioma, la tercera y la quinta son la
definicidn de tridngulos congruentes y finalmente la cuarta es nuevamente una
proposicion considerada como axioma. Esto es, definiciones, axiomas vy
proposiciones ya demostradas como verdaderas también pueden considerarse
parte de la hipdtesis de este teorema.

Ademas, la demostracién que se ha efectuado hace referencia a la figura que se
ha construido. Si se revisan las demostraciones de los Elementos, es claro que
el uso de las figuras es una parte esencial de las demostraciones. Hay que tener
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cuidado de que las figuras que apoyan las demostraciones no tengan ninguin
elemento que las haga perder generalidad.

En este Ultimo caso, hay que garantizar que efectivamente se considerd un
triangulo isdsceles cualquiera y que la demostracion realizada no depende de
alguna caracteristica especial de la figura, excepto el hecho de que el triangulo
es isésceles, para que sea aplicable a todos los tridngulos isdsceles.

Asimismo, hay que observar que la figura no sustituye la demostracién, es un
elemento de apoyo para la misma.

Como ya hemos dicho, para realizar las demostraciones geométricas, muy a
menudo se realizan una o varias construcciones auxiliares. En esto radica una
de sus dificultades. La realizacion de estas construcciones no responde a
ocurrencias, sino, por un lado, a un conocimiento bastante detallado de la figura
geométrica con la que se estd trabajando y por otro, al de los axiomas vy
teoremas demostrados con anterioridad, en los cuales se puede apoyar la
demostracién. Al respecto, podemos citar (Torres, 2004):

“Cuando una teoria se organiza deductivamente (método
axiomatico), el ideal es que la demostracion sea la Unica condicion
de ingreso a la misma. No obstante, aun cuando esta condicion se
satisfaga plenamente, aquello que se demuestra debe conocerse -
o al menos conjeturarse- de antemano. No debemos olvidar que la
axiomatica no es en si un método de descubrimiento, sino una
forma de presentar los hechos conocidos. Asi sucede en la practica
matematica, donde lo que se prueba en una teoria axiomatica
primero se descubre mediante la observacion, la experimentacion,
la generalizacidn y uno que otro chispazo divino. En esto, las figuras
y los diagramas ocupan un lugar de privilegio”.

Actividad 7
1. Construye la tabla de verdad de las siguientes proposiciones:
a) pAq.
b) pvg.
c) -p
d) = (—p). ¢Qué puedes decir de los valores de verdad de py = (—p)?
e) (=p) = (7q).

2. Compara las tablas de verdad de p = g y (=p) = (—q). ¢Qué puedes decir
de sus valores de verdad?

3. Demuestre por el método directo:
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a) En un tridngulo isdsceles la mediana, la altura y la bisectriz
correspondientes a la base del tridngulo coinciden.

b) Si dos angulos de un tridngulo son iguales, entonces los lados opuestos
a esos angulos son también iguales

1.5 Teorema de Pitagoras

El Teorema de Pitagoras es de las relaciones matematicas mas conocidas y que
mas demostraciones han recibido. Este teorema aparece a menudo en la
Matematica. Es la base de multitud de demostraciones de Geometria y de
Trigonometria, en particular.

Como se menciond en la introduccién, los babilonios y los egipcios tenian
conocimiento de este teorema. También fue conocido en China en la antigliedad.
No se conoce que haya habido relacidon alguna entre Mesopotamia y China en
esta época por lo que se presume que fue un descubrimiento independiente en
ambas culturas. Este teorema es la aportacion fundamental del texto
matematico mas antiguo en China, el Chou Pei Suang Chin, un tratado de
cdlculos astrondmicos que incluye algunos resultados sobre el triangulo
rectangulo y sobre el uso de fracciones. No se sabe con certeza la época en que
fue escrito ya que diversos autores lo sitian desde alrededor del afio 1000 hasta
alrededor del afio 300 a.n.e.
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lustracion 1.5

El Diagrama de la hipotenusa del tratado Chino Chou-Pei Suan-Ching ilustra
una prueba del Teorema de Pitdgoras para un triangulo rectdangulo de lados 3,4 y 5.

Aun cuando el diagrama ilustra el caso de lados 3, 4 y 5, ha servido de base
para la demostracidon que se presenta a continuacion.
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Figura 1.18

Considérese un tridngulo rectangulo de catetos a, b y de hipotenusa c. Se
construye un cuadrado de lado a + b. Por un lado, se divide el cuadrado de lado
a + b, en un cuadrado de lado ¢ y cuatro tridngulos rectangulos congruentes al
triangulo dado. Como se ilustra en el cuadrado de la izquierda en la figura 1.18.
Entonces se puede calcular el area del cuadrado K como:

K = Area del cuadrado de lado c + 4 (Area del tridngulo de lados a, b, c).
(Postulado 4, b)

Por otro lado, se divide el cuadrado de lado a + b en dos cuadrados uno de lado
a, otro de lado b y dos rectangulos de lados a y b, como se ilustra en el cuadrado
de la derecha en la figura 1.18. Se tiene entonces que:

K = Area del cuadrado de lado a + Area del cuadrado de lado b + 4(Area del
triangulo de lados a, b, c).

De donde, Area del cuadrado de lado a + Area del cuadrado de lado b = Area
del cuadrado de lado c, como se queria demostrar.

Se ha demostrado el teorema de Pitagoras: /la suma de los cuadrados
construidos sobre los catetos de un triangulo rectangulo es igual al cuadrado
construido sobre la hipotenusa.

Corolario 1: Si dos triangulos rectangulos tienen respectivamente iguales un
cateto y la hipotenusa son congruentes.
Corolario 2: Desde un punto O fuera de una recta m, la perpendicular es la mas

corta de las rectas que pueden trazarse de O a m.

Actividad 8
Demuestre:

1. Los corolarios 1 y 2 de la seccién anterior.

2. En todo tridngulo, el <cuadrado de un lado opuesto a
un angulo agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos
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menos el doble producto de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre
él y que el cuadrado del lado opuesto a un angulo obtuso es igual a la
suma de los cuadrados de los otros dos mas el doble producto de uno de
ellos por la proyeccion del otro sobre él.

Se llama proyeccion de un punto sobre una recta al pie de la
perpendicular trazada desde el punto a la recta. Se entiende por
proyeccién de un segmento sobre una recta al segmento formado por las
proyecciones de sus puntos sobre la recta

Actividad 9

Se llama lugar geométrico al conjunto de puntos que satisface una propiedad tal
gue sdlo estos puntos del plano la satisfacen. Esto es, un punto esta en el lugar
geométrico si satisface la propiedad enunciada y si un punto satisface la
propiedad enunciada entonces esta en el lugar geométrico.

Muchas de las figuras que conocemos pueden describirse como lugares
geométricos. Por ejemplo, el circulo es el lugar geométrico de los puntos en el
plano que equidistan de un punto fijo llamado centro, la elipse es el lugar
geométrico de los puntos en el plano tales que la suma de sus distancias a dos
puntos fijos es igual a un valor dado, etc.

Dada la definicidon de lugar geométrico, lo que se quiere demostrar es que, si p
es la condicién de ser alguna figura geométrica definida previamente y g la de
pertenecer al lugar geométrico, entonces se tiene p = q y q = p. Esto es,
siempre que p es verdadera entonces g es verdadera y siempre que g es
verdadera entonces p es verdadera.

Demuestre que:

1. La mediatriz de un segmento es el lugar geométrico de los puntos que
equidistan de los extremos del segmento.

2. La bisectriz de un angulo es el lugar geométrico de los puntos que equidistan
de los lados del angulo. Recuerda que la distancia de un punto a una recta
se mide perpendicularmente.

Encuentre el lugar geométrico:

3. Del tercer vértice de un tridngulo que tiene los otros dos vértices fijos y el
area dada.

4. De uno de los extremos de un segmento de recta de longitud dada p, si se
mueve de tal forma que permanece paralelo a una recta dada m y el otro
extremo se mueve sobre una circunferencia dada.
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1.6 Mas sobre las demostraciones
1.6.1 Demostracion por contradiccion

Un método bastante utilizado cuando se quiere demostrar p = g, es el llamado
método por contradiccién o reduccién al absurdo. En una demostraciéon por
contradiccion se supone que la proposicion p es verdadera y que g es falsa, esto
es que g es verdadera, y de estas hipdtesis se deduce que para alguna
proposicién r, se tiene que ry —r son verdaderas. Una proposicién y su negacion
no pueden ser las dos verdaderas, por el principio l6gico de no contradiccién,
por lo que légicamente esto es equivalente a demostrar que g es verdadera.

El hecho de que una proposicidon g es légicamente equivalente a la proposicion
-~ q= (r A —r) se establece a través de la coincidencia de sus valores de verdad,
lo que sustenta el método de demostracion por contradiccion.

q r -q -F | TAAr| aq= @ A r)
Vv Vv F F F Vv
Vv F F Y F Vv
F \Y \Y F F F
F F \Y Vv F F
Tabla 1.2

Se presenta ahora una demostracion por contradiccion.
Teorema 1.6.1

Dados una recta m y un punto P cualquiera en el plano, existe una Unica recta
perpendicular a la recta m y que pasa por P.

En esta demostracion las proposiciones p y g son,
p: si m es una recta cualquiera y P un punto cualquiera fuera de m
g: la perpendicular a m por P es Unica

Se quiere demostrar p = g, por lo que se supone p como verdadera y -g también
como verdadera, para utilizar el método por contradiccion.

—q: la perpendicular a m por P no es Unica.

Se vera como se utilizan en la siguiente demostracion.

Demostracion:

Sea PD perpendicular a la recta m (Actividad 5, 3). Supongamos que existe B
un punto en m distinto de D, tal que PB es otra perpendicular a m. Sea «; el
angulo recto formado por PD y m, sea j;el angulo recto formado por PB y m.
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Prolongamos el segmento PD del otro lado de m (Construccion auxiliar,
Postulado 2) y encontramos el punto Q tal que PD = QD (Proposicién 2). Por
construccién P, D y Q son colineales, y a; = a,= 1 recto. Se traza el segmento
QB. De donde,

PD = QD, por construccion,
DB es lado comun, por lo tanto,

APDB = AQDB por el criterio de
congruencia LAL, y se tiene entonces
que g, = .. Como p; es recto, entonces
S + B> = dos rectos y los puntos P, By
Q estan alineados (Proposicion 14), lo
cual es wuna contradiccién ya que,
tendriamos 2 rectas diferentes por los
dos puntos Py Q, que es la negacion del
postulado 1. Por lo tanto g, no puede ser
recto para ningun punto diferente a D en
m, por lo que la perpendicular desde un Q
punto a una recta es Unica.

Figura 1.19

Finalmente se dedujo —r donde,
r: Dados dos puntos Py Q en el plano la recta que los une es Unica
—r: Dados dos puntos Py Q en el plano la recta que los une no es Unica

Como se puede observar, r resultd ser el postulado 1, algo que no era claro
cuando se inicio la demostracion.

Actividad 10

El Quinto postulado de Euclides fue motivo de discusién desde la época de
Ptolomeo (siglo II) hasta el siglo XIX en que surgieron las geometrias no
euclidianas.

Proclo escribié con referencia al Quinto Postulado: "Debe ser borrado por
completo de los postulados porque se trata de un teorema que envuelve muchas
dudas, el cual se propuso resolver Ptolomeo, pero su demostracion requiere de
muchas definiciones y teoremas”.

Como se puede observar, desde un inicio se considerd que este postulado no era
tan evidente como los otros e incluso durante largo tiempo se consideré la
posibilidad de que fuera consecuencia de ellos. Esta percepcién fue reforzada
por el hecho de que Euclides no hizo uso de este postulado en las primeras 28
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proposiciones del libro I y de que la proposicién 17 del mismo libro es su inverso
y por tanto se demostré sin usar el Quinto Postulado.

1. Demuestre que el quinto postulado implica:

a) Dada una recta m y un punto P que no esté en m, existe una Unica recta
paralela a m que pasa por P (Axioma de Playfair).

b) La suma de los angulos interiores de un triangulo es igual a dos angulos
rectos (Legendre).

c) Un angulo exterior de un tridangulo es igual a la suma de los dos angulos
interiores no adyacentes.

d) Si una recta m es perpendicular a otra recta n, es también perpendicular
a cualquier paralela a n.

e) Dos rectas paralelas son equidistantes.
2. Indica qué método de demostracion utilizaste en cada caso.
Actividad 11

Los cuadrilateros son poligonos de cuatro lados. Los tipos de cuadrilateros son
variados y dependen de si sus lados son o no paralelos, tienen o no la misma
longitud y son o no perpendiculares entre si.

Un paralelogramo es por definicidn un cuadrilatero en el que sus lados opuestos
son paralelos.

Se llama trapecio al cuadrilatero que tiene solamente un par de lados paralelos.
Se llama rectangulo al cuadrilatero que tiene sus cuatro angulos rectos.

Se llama rombo al cuadrilatero que tiene sus cuatro lados iguales.

Se llama cuadrado al cuadrilatero que tiene sus cuatro angulos rectos y sus lados
iguales.

Demuestre:

1. La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero cualquiera es igual a
cuatro rectos.

Los lados opuestos de un paralelogramo son iguales.
Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales.

Las diagonales de un paralelogramo se bisecan.

i A b

Las diagonales de un rombo son perpendiculares.
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6. Escriba los teoremas anteriores en la forma si p entonces g, indicando que
proposicidon es p y cual g.

7. Indique si alguno de los teoremas anteriores se tiene que “si p entonces q”
es verdadera, pero la proposicion “si g entonces p” es falsa.

8. Las diagonales de un trapecio isosceles son iguales.

1.6.2 Demostracion por contrarreciproca o contrapositiva

La demostracidn por la contrarreciproca también llamada contrapositiva, al igual
gue la demostracion directa, se usa también para demostrar proposiciones de la
forma condicional p = g. Esta forma se basa en el hecho de que p = g es
l6gicamente equivalente a (=q) = (—p).

Si se construye la tabla de verdad de (=qg) = (—p) o bien =g = —p se tiene que,
para los diferentes valores de verdad de p y g, los valores de verdad de las
proposiciones compuestas p = g (Tabla 1.1) y =g = —p son los mismos;
entonces las dos proposiciones son equivalentes.

P q —p nq g = p

74 %4 F F 4

74 F F 4 F

F 74 74 F vV

F F 74 74 vV
Tabla 1.3

Esto es, cada vez que se tiene una proposicién condicional, en lugar de
demostrarla directamente se puede demostrar su contrapositiva que es
equivalente.

Se demostrara el siguiente teorema usando la proposicién contrapositiva.
Teorema 1.6.2

Si un cuadrilatero no tiene angulos obtusos entonces es un rectangulo.

p: si un cuadriladtero no tiene dngulos obtusos.

g: el cuadrilatero es un rectangulo.

p = g: si un cuadrilatero no tiene angulos obtusos entonces es un rectangulo.
Para construir la contrapositiva hay que construir =g y —p.

—q: el cuadrilatero no es un rectangulo.
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Para construir -p, observe que implica una doble negacién: no es verdadero que
el cuadrilatero no tiene angulos obtusos. Se tiene que, p es —s, para s: el
cuadrilatero tiene angulos obtusos.

Pero, la doble negacién de una proposicién s, (—(-s)) es légicamente
equivalente a s, como se puede observar de la tabla de los valores de verdad
(Actividad 7, 1d).

Por lo tanto, ya que p es =s, se tiene que —-p es (=(-s)), o sea s. Asi,
—-p: el cuadrilatero tiene angulos obtusos.
Por tanto, se tiene que,

—~q = —p: Si un cuadrildtero no es un rectangulo entonces tiene angulos
obtusos.

Antes de iniciar la demostracion observe que la proposicion p, el cuadrilatero no
tiene angulos obtusos, puede también escribirse como el cuadrilatero no tiene
ningun angulo obtuso y la proposicidon =p como el cuadrilatero tiene algun angulo
obtuso. Esto es,

g = -p: Si un cuadrilatero no es un rectangulo entonces tiene algun
angulo obtuso.

Demostracion:

Partimos entonces de que un cuadrilatero ABCD cualquiera no es un rectangulo,
esto quiere decir que al menos uno de sus angulos, llamémosle ¢, no es recto,
esto es, a es obtuso o es agudo. Si « es obtuso, ya acabamos; si « es agudo,
entonces el cuadrildtero ABCD tiene al menos un angulo g que es obtuso, ya que
de lo contrario la suma de los cuatro angulos del cuadrildtero ABCD seria menor
de cuatro rectos.

Como se puede observar, la estructura de la demostracion consistid en probar
que:

1. “si ABCD es un cuadrilatero que no es rectangulo entonces tiene un angulo
gue no es recto”, por la definicién de rectangulo.

2. “si ABCD es un cuadrilatero que tiene un angulo que no es recto entonces
ese angulo es obtuso o es agudo”, por el principio de tricotomia.

3. ““si ABCD es un cuadrilatero entonces la suma de sus angulos interiores
es cuatro rectos”, actividad 11, 1.

4. “si ABCD es un cuadrilatero que tiene un angulo agudo entonces tiene
otro angulo que es obtuso”, derivado de 3.
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1.6.3 Demostracion de bicondicionales

Dada una proposicidon p = g, a la proposicion g = p se le denomina como su
reciproca. La proposicion p = g no es lo misma que g = p, pues tienen distinto
significado, en consecuencia, pueden tener valores de verdad diferentes.

Por ejemplo, si p = g es la proposicidon si un cuadrilatero es un rectangulo
entonces sus angulos opuestos son iguales, entonces g = p es la proposicidn si
los angulos opuestos de un cuadrilatero son iguales entonces es un rectangulo.
En este caso p = g es verdaderay g = p no lo es. Pero si p = g es la proposicion
si un cuadrilatero no tiene angulos obtusos entonces es un rectangulo, la
proposicidon g = p es si un cuadrilatero es un rectangulo entonces no tiene
angulos obtusos. En este caso tanto p = g como g = p son verdaderas.

La proposicion (p = g) A (g = p) es entonces p = gy g = p. Se usa el simbolo
& para expresar este significado que se expresa como “p si y solo si g”. Una
proposicidon de la forma p & g se conoce como proposicion bicondicional y de
acuerdo con la tabla de verdad siguiente, es verdadera solamente cuando las
dos proposiciones p = g y g = p son verdaderas. Se tiene ademas que las dos
proposiciones son equivalentes.

(p=>q)r(qg=p)
p | q | P>q | gq=>p
peq
vV | v v V v
vV | F F v F
F |V % F F
F | F % V v
Tabla 1.4

Por tanto, para demostrar que una proposicion bicondicional es verdadera hay
que demostrar que las dos condicionales son verdaderas usando cualquiera de
los métodos ya revisados: directo, por contrapositiva o por contradiccion.

Actividad 12

Demuestre las siguientes proposiciones bicondicionales; puede usar los
resultados de la Actividad 11.

1. Un cuadrilatero es un paralelogramo si y sélo si sus diagonales se bisecan
mutuamente.

2. Un cuadrilatero es un paralelogramo si y sélo si sus lados opuestos son
iguales.
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3. Un cuadrilatero es un paralelogramo si y sdlo si sus angulos opuestos son
iguales.

4. Un cuadrilatero es un rectangulo si y sdlo si sus diagonales se bisecan y son
iguales.

5. Un cuadrildtero es un rombo si y sélo si sus diagonales se bisecan y son
perpendiculares.

1.7 El Teorema de Tales y la semejanza de triangulos

En matematicas el concepto de semejanza estd muy ligado al concepto de
proporcionalidad y ha tenido histéricamente un gran namero de aplicaciones.
Los mapas, por ejemplo, son representaciones a escala de una porcién de una
ciudad, un pais, esto es, imagenes proporcionales; se construyen modelos a
escala (proporcionales) de edificios, circuitos electrénicos, etc., con la finalidad
de hacer algunas evaluaciones antes de iniciar sus procesos constructivos.

Al igual que el concepto de congruencia, este concepto fue trabajado ya por los
griegos, e igualmente, sus propiedades tienen gran utilidad para un sinnumero
de demostraciones geométricas. Como ya se ha dicho, entre el conocimiento
geométrico que se atribuye a los Pitagdricos esta el desarrollo de una teoria de
las proporciones, aunque limitada a segmentos conmensurables. Los libros V y
VI de Euclides abordan los temas de proporcionalidad y poligonos semejantes,
respectivamente, en los cuales se dice que retomo la teoria de las proporciones
de Eudoxio.

Si se piensa la relacion de semejanza como una relaciéon en la que una de las
figuras esta a escala de la otra, se puede decir que para que dos poligonos que
tienen el mismo numero de lados sean semejantes, es necesario que tengan sus
lados proporcionales, pero esto no es suficiente; por ejemplo, si se tiene un
cuadrado cuyos lados sean del doble de los lados de un rombo:

B A Estos dos cuadrilateros tienen el
mismo numero de lados y sus lados
estan en la misma proporcion:

c B AD AB _ BC _ CD __ DA -5
U 1 A1B;  BiC; €Dy DyA;
C, D sin embargo, queda claro que las

figuras no tienen la misma forma y
Figura1.20 por tanto no coinciden con lo que
identificamos como figuras a escala.
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¢Qué caracteristica los hace diferentes? Como ya se vio en la seccién de
congruencia, el que tengan la misma forma depende también de la igualdad de
sus angulos, en este caso, los angulos del cuadrado son rectos y los del rombo
no.

Se puede formalizar el concepto de semejanza de figuras diciendo que dos
figuras que tienen el mismo numero de lados son semejantes si tienen sus lados
correspondientes proporcionales y sus angulos correspondientes iguales. Si dos
triangulos ABC y A:B:C: son semejantes, se denota como, AABC ~ AA:B;Ci.

Es conveniente reflexionar sobre el significado de la proporcionalidad de los lados
de dos figuras.

Supdngase que se tienen dos triangulos semejantes, AABCy AA;B;C;, entonces
sus lados correspondientes son proporcionales; esto es,

AB BC CA
= = =k

A1Bq B1Cq C141

La constante k recibe el nombre de constante de proporcionalidad. Estas
igualdades son equivalentes a las siguientes ecuaciones:

AB == kAlBll BC == kBlcl, CA == k ClAl'

Es decir, la constante k es el nUmero por el que hay que multiplicar la longitud
de los lados del tridngulo A;B:C: para obtener la longitud de los lados del
triangulo ABC. Pero, estas ecuaciones son equivalentes a las siguientes:

AB, = % AB, B,C, = % BC, C,A, = % CA.

. 1 . .
Es decir, la constante o el inverso de k, es el numero por el que hay que

multiplicar la longitud de los lados del tridangulo ABC para obtener la longitud de

.y 1 . .
los lados del triangulo A;B;C;:. Esto es, las constantes k o i indican la escala a

que esta una figura con respecto de la otra.

En el caso de la semejanza de tridngulos, la definicidon implica que para que dos
triangulos sean semejantes se requiere la igualdad de sus tres angulos y la
proporcionalidad de sus tres lados. Sin embargo, al igual que en el caso de
congruencia de tridngulos, para determinar la semejanza de dos tridngulos se
requiere solamente de tres elementos, por supuesto no cualesquiera tres.

Antes de enunciar los tres teoremas de semejanza, se revisaran dos resultados
gue nos seran de utilidad para la demostracion de los mismos.

Teorema 1.7.1 (Teorema de Tales)

Una recta que corta dos de los lados de un triangulo es paralela al tercer lado si
y sélo si los divide proporcionalmente.
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Este teorema es la proposicion 2 del libro VI de Euclides y la demostracion a
continuacion esta basada en la de ese texto.

Demostracion:

Sea ABC un tridngulo y m una recta paralela a BC que corta a los lados ABy AC
en los puntos B; y C; respectivamente.

Se demostrara primero que:

AB; _ AC;

BiB  CiC '
Para ello se va a comparar el area de
algunos tridangulos, por lo que se trazan
los segmentos BC; y CB; (Postulado 1),
la perpendicular a la recta AB desde C;,
donde H; es el pie de esta perpendicular
y la perpendicular a la recta AC desde
B; donde H, es el pie de esta
perpendicular. Figura 1.21

Se consideran los tridngulos AB:C; y BB;C;:; si se llama K; al area del AAB;C: y
K> al area del ABB;C; se tiene que:

Ky _ AB

K, BB’
ya que por construccion C;H; es altura tanto de AAB;C; como del ABB;C; y sus
bases son AB; y B:B, respectivamente (axioma 3, d).

Se consideran ahora los tridangulos AB:C; y CB:C;, si se llama Ks al area del

ACB;C; se tiene que:
K1 _ ACy
Kz  CiC'
ya que, por construccién B;H: es altura tanto de AAB;C; como del ACB;C: y sus

bases son AC; y C:C, respectivamente (axioma 3, e).

Pero, K> = K3, ya que los triangulos BB;C; y CB;C; tienen la misma base, B:C;,

, . Ky Ky AB AC
y estdn contenidos entre paralelas. Luego, — = — , de donde, — = —=,
Ko K3 B;B C,C
como se queria demostrar.
. . AB AC AB AC .
Se verd ahora que las igualdades — = — y — = —2 son equivalentes.
ByB C,C AB AC
AB; ACy _
Supongamos que — = —, se tiene entonces,
B;B C,C

49



AB;  AC, BiB  C4C BiB  C4C BB CciC
— == 5 —= = = = +1=—
BiB  C4C AB;  AC, AB;  ACy AB; AC,

+ 1,

B1B+AB; C,C+AC;
de donde, = ,
AB; AC,

pero, BiB + AB; = AB; + B:B = ABy C:C + AC; = AC; + C:C = AC, de donde,

AB _ AC _, 4B, _ AG
AB;  ACy AB ~ AC

Se puede observar que todas implicaciones involucradas en esta demostracion

son reversibles, por lo que efectivamente las dos igualdades son equivalentes.

Ahora se demostrara el reciproco del Teorema de Tales:
Teorema 1.7.2

Si una recta corta a dos de los lados de un triangulo proporcionalmente, entonces
es paralela al tercer lado.

Demostracion:

Sea ABC un tridangulo y m una recta tal que corta a los lados AB y AC en los
puntos B; y C; respectivamente en la misma proporcién, esto es:

AB; _ AC,

AB AC

Si se supone que la recta m no es
paralela al lado BC, entonces se
puede trazar la recta n paralela a BC
que pasa por B;. Ya que n corta a AB,
se tiene por el axioma de Pasch que
corta a BC o a AC, pero como es
paralela a BC, corta necesariamente a
AC. Sea D el punto de interseccién de
n con AC.

Por el Teorema 1.1, se tiene que:

Figura 1.22 ABq — Q
AB AC'
ACq AD ) o
por lo tanto, T = 1c’ de donde AC; = AD y se tiene que el punto D coincide

con el punto C;. Esto es, si m no es paralela a BC, las rectas m y n, que son
distintas, tendrian dos puntos en comun, lo que contradice el primer postulado.
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Por tanto, m es paralela a BC. De los teoremas 1.1 y 1.2 se obtiene, entonces,

el siguiente resultado:

Teorema de Tales. Una recta que corta a dos de los lados de un triangulo es
paralela al tercer lado si y sdlo si divide a esos dos lados proporcionalmente.

Este resultado como su nombre lo indica se atribuye a Tales de Mileto, a quien
como ya se ha dicho, se le atribuye el célculo de la altura de las piramides de
Egipto, utilizando la semejanza de triangulos.

Teorema 1.7.3

Si dos triangulos tienen sus tres angulos iguales, entonces son semejantes; esto

es, tienen sus lados proporcionales.
Demostracion:

Sean A ABC con angulos interiores
a,BY vy AAiB:C; con angulos
interiores ai, f1y y1 tales que:

a= ai, f= P, y= n.

Para demostrar que los dos
tridngulos son semejantes, se
demostraréa que sus lados son
proporcionales; esto es, se

demostrara:
AB BC CA

A1Bq B1Cq C14;

Figura 1.23

Para ello, se construyen B, y C, sobre los lados AB y AC respectivamente, tales

que AB> = A:B: y AC> = AiCs.

Figura 1.24

Como ademas a= a;, se tiene que
AA1B;C; = AAB2C; (LAL), de donde:

ﬂ] = ﬂz, yi= )y B:C; = B2Co.
Entonces, de la hipdtesis y estas
igualdades se obtiene que:

B= P2 y=r2
y por tanto la recta B.C; es paralela a
BC (axioma 2, b), y por el teorema de
Tales:

AB AC

AB,  AC,
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y ya que AB; = A:B; y AC, = A:C;, se tiene que:

AB  AC
A1By  ACy

Para demostrar la proporcionalidad del tercer lado se construye, de manera
analoga, otro triangulo congruente al A A;B;C;, pero ahora con vértice en B o en
C.

Supdngase que se han seleccionado los puntos As y Cs sobre los lados BA 'y BC
respectivamente, tales que BAs = B:A; y BCs = B:C;.

Procediendo de manera analoga al caso
anterior, se demuestra que:

AB;1C:A; = ABC3A3,
de donde:
pPi=p3 ar= a3 Yy AiC: = A3Cs.

Entonces, la recta AsCs es paralela a AC,
y se tiene que:

BA _ BC
BAs  BC3 '
Yy Ya que BAsz = B;A; y BCs = B;:C;, se
tiene que Figura 1.25
BA BC AB BC

= =
B1Aq B1Cq A1Bq B1Cq

Observe que, dado que la suma de los angulos interiores de todo triangulo es
igual a dos angulos rectos (Actividad 10, 2), basta con que dos de sus angulos
sean respectivamente iguales para que los triangulos sean semejantes.

Los otros dos teoremas de semejanza se enuncian a continuacién y su
demostracidon se deja como ejercicio al lector.

Teorema 1.7.4

Si dos triangulos tienen un angulo igual y los dos lados adyacentes a éste
proporcionales, entonces son semejantes,; esto es, tienen sus otros dos angulos
respectivamente iguales respectivamente y el tercer lado esta en la misma
proporcion.

Teorema 1.7.5

Si dos triangulos tienen sus tres lados proporcionales, entonces son semejantes;
esto es, tienen sus tres angulos respectivamente iguales.

52



Actividad 13
Haga una figura que ilustre la siguiente situaciéon y demuestre.

Para todo AABC y para cualesquiera puntos Py Q en los lados AB y CA del
triangulo respectivamente, tales que la recta PQ es paralela a BC, se tiene que
las rectas BQ y CP se cortan sobre la mediana desde el punto A.

Actividad 14

Realice las siguientes construcciones:
1. Divida un segmento de recta AB, en n partes iguales.

2. Construya un tridngulo semejante a un tridangulo dado y que tenga un
perimetro dado.

Actividad 15

Demuestre:

1. Dado un tridngulo ABCy L, My N los puntos medios de los lados BC, CA y
AB respectivamente, entonces los triangulos ABC y LMN son semejantes y
LM es paralela a AB, MN a BC y NL a CA. Encuentre la razén de
proporcionalidad entre AABC y ALMN.

2. El radio del circuncirculo de un 4ABC es el doble del radio del circuncirculo
del tridngulo ALMN, donde L, M y N son los puntos medios de los lados BC,
CA y AB del tridangulo.

3. Las alturas, medianas y mediatrices de dos tridngulos semejantes estan en
la misma proporcidon que sus lados.

4. Los puntos medios de los lados de un cuadrilatero cualquiera, son vértices
de un paralelogramo.

5. Dos tridngulos rectangulos son semejantes si:

a) Uno de sus angulos agudos es igual.
b) Sus catetos son proporcionales.
¢) La hipotenusa y un cateto son proporcionales.

6. El Teorema de Pitdgoras usando los resultados de semejanza de triangulos.

Actividad 16

La siguiente es una demostracién de que todos los tridngulos son isésceles. En
el inciso 1.1.4, se han construido triangulos no isdsceles, por lo que la
proposicion “todos los tridngulos son isdsceles es falsa”. ¢Ddnde esta el error de
la demostracion?
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Demostracion:

Sea ABC un triangulo cualquiera y sea L el punto medio del lado BC.

Se traza la bisectriz del 2 A. (Actividad
5, 2).

Se traza la mediatriz del segmento BC.
(Actividad 5, 5).

Sea D la interseccion de estas dos
rectas. (V postulado).

Desde D se trazan las perpendiculares
aABy AC. Sean Hy G los pies de estas
perpendiculares, respectivamente.
Figura 1.26 (Actividad 5, 3).

Los triangulos AHD y AGD son congruentes ya que:

los dos son triangulos rectangulos

tienen hipotenusa comun AD = AH = AG
HD = GD,por estar D en la bisectriz del 2 A

(Actividad 8, 1)
Ademas, los tridngulos HBD y GCD son congruentes ya que:

los dos son triangulos rectangulos

DB = DC, por estar D en la mediatriz de BC ; = BH = CG
HD = GD,por estar D en la bisectriz del £ A

(Actividad 8, 1)
Por lo tanto, AB = AH — BH = AG — CG = AC y el tridangulo es isdsceles.

Para buscar el error, puedes construir la figura en Geogebra y analizar los
diferentes casos.

1.8 Algunas propiedades del triangulo

El tridangulo es una de las figuras mas estudiadas de la geometria elemental;
esto se debe, indudablemente, a sus multiples aplicaciones derivadas de la
propiedad que tiene de ser “rigido”. Esto es, si se construye un triangulo con
tres varillas de longitud fija, aun cuando tratemos de moverlo, el tridngulo se
conserva rigido, sus angulos quedan determinados de manera Unica. Si en vez
de construir un tridngulo, se construye en la misma forma un poligono, un
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cuadrilatero en este caso, se puede mover, ya que, dada la longitud de sus lados,
la magnitud de sus dngulos no queda determinada de manera Unica.

£— r:—::

[

/ (I —_

llustracion 1.6

A esta propiedad obedece que, para calcular el area o suma de los angulos
interiores de formas regulares e irregulares, se dividen en tridngulos (se dice
gue se triangulan).

En esta seccidon se estudian algunas propiedades interesantes del triangulo.

Se considera conveniente utilizar notacion estandar para trabajar. A los vértices
de los tridngulos los denotamos con letras mayusculas A, B y C. Al tridngulo se
le denota como AABC. Los lados del triangulo se denotan como AB, BC, CA o con
letras minUsculas a, b y c. En este Ultimo caso, se denota como a al lado opuesto
al vértice A, como b al opuesto a By como c al opuesto a C. A los puntos medios
de los lados del triangulo como L, My N y a los pies de las alturas como D, E y
F. Se consideran los puntos L y D en el lado opuesto al vértice A; My E en el
opuesto al By Ny F en el opuesto a C.

Teorema 1.8.1

Las mediatrices de los lados de un triangulo, a las que se llama mediatrices del
triangulo, son concurrentes en un punto llamado circuncentro. Este punto es el
centro del circulo circunscrito al triangulo o circuncirculo.

Demostracion:

Sea el AABC y L, M y N los puntos medios de sus lados y sean £ y m las
mediatrices por L y M, respectivamente.

Las rectas £ y m no son paralelas. ¢Por qué?

Sea O su punto de interseccién. Por estar O
en la mediatriz de BC, OB = OC, (Actividad
9, 1). Anadlogamente OC = OA, por lo tanto,
OA = OB y O esta en la mediatriz de AB. De
donde, estas dos mediatrices del triangulo
se intersecan en el punto O. Ya que O
equidista de los tres vértices del triangulo,
la circunferencia con centro en O y radio OA,
pasa por los otros dos vértices. Figura 1.27
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A esta circunferencia se le llama el circuncirculo o circunferencia circunscrita al
triangulo.

Teorema 1.8.2

Las medianas de un triangulo son concurrentes en un punto llamado centroide
o baricentro. El centroide triseca cada una de las medianas.

Demostracion:

Sea ABC un tridangulo y AL y BM dos de sus medianas. Por el V postulado, las
dos medianas se intersecan. Sea G su punto de interseccion.

Se traza la recta LM que es paralela a AB y
AB = 2LM (Actividad 15, 1); de donde, 6 = ¢
(Axioma 2, c).

A

Por tanto, AABG =~ ALMG, ya que tienen sus
tres angulos iguales (teorema 1.7.3); de
donde, AG = 2GL y BG = 2GM. De forma
andloga si se consideran las dos medianas
AL y CN, éstas se intersecan en punto G, tal
que AG; = 2GiL y CG; = 2G;N.

Por tanto, G = G;, y las tres medianas son
Figura 1.28 concurrentes.

Se demostrd, ademas, que AG = 2GL, BG = 2GM y CG = 2GN. Esto se expresa
diciendo que el centroide triseca a cada una de las medianas.

Teorema 1.8.2
Las alturas de un triangulo son concurrentes en un punto llamado ortocentro.

Demostracion: Ch A

Sea ABC un tridngulo y AD la altura por el
vértice A. Se traza por A una paralela a BC,
por B una paralela a ACy por C una paralela
a AB. Sea el triangulo A’'B'C’, formado por
esas paralelas. El cuadrilatero ABCB’ es un
paralelogramo, por tanto, BC = AB'. El
cuadrildtero BCAC’ también es un
paralelogramo, de donde BC = C'A; por
tanto, C'’A = AB’ y AD es mediatriz de B'C’. Figura 1.29

o

De manera analoga se demuestra que las alturas BE y CF del tridngulo son
mediatrices de los segmentos C'A’ y A'B’, respectivamente. Por tanto, las alturas
del AABC son mediatrices del AA'B'C’' y por tanto son concurrentes.
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Teorema 1.8.3

Las bisectrices de los angulos interiores de un tridangulo son concurrentes en un
punto llamado incentro. Este punto es el centro del circulo inscrito en el triangulo

o incirculo.

Demostracion:

......

B P X

Figura 1.30

C

Sea el AABC y APy BQ las bisectrices de
LA y «B, respectivamente. Sean Py Q
los pies de las bisectrices por £A y 4B,
respectivamente. Las rectas AP y BQ se
cortan en un punto I (V postulado). Sea
I el punto de interseccidon de estas dos
rectas. Se trazan perpendiculares a los
lados del triangulo desde I. Sean X', X"
y X"’ los pies de estas perpendiculares
en BC, CA y AB respectivamente.

El punto I estd en la bisectriz del 4B =
IX' = IX"" (Actividad 9,2); como también

esta en la bisectriz del 2A = IX" = IX"".

Por tanto, IX' = IX" = I estd en la bisectriz del «C, (Actividad 9, 2) y las tres

bisectrices son concurrentes.

Ya que la distancia de I a los tres lados del
triangulo es la misma, la circunferencia con
centro en I y con radio igual a esta
distancia, pasa por los tres puntos X/, X"y
Xy no corta a los lados del AABC en
ningun otro punto (corolario 2 del teorema
de Pitdgoras). Se dice entonces que la
circunferencia es tangente a los lados del
triangulo. A esta circunferencia se le llama

el incirculo del tridngulo.

Teorema 1.8.4

Figura 1.31

Las bisectrices de dos de los angulos exteriores y la del interior no adyacente de
un triangulo concurren por tercias en tres puntos llamados excentros. Estos
puntos son centro de circulos tangentes externamente a los lados del triangulo.

Demostracion:

Se demostrara que dos bisectrices de los angulos exteriores y la del interior no
adyacente de un triangulo son concurrentes.
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Sea el AABC. En la figura 1.32 se
‘ han trazado las prolongaciones
------ e de sus lados. Se trazan las

bisectrices de los angulos

_________________ exteriores. Se llama e1, ex y e3 a
las bisectrices exteriores por A, B
y C respectivamente. En la
misma figura se han marcado los
angulos exteriores. Estas rectas
se intersecan por paresen Iy, I e

Is.

Figura 1.32

Se analizara el caso de las bisectrices e, y es. Estas rectas son las bisectrices de
los angulos exteriores en los vértices B y C. La suma de estos dos angulos es
menor que cuatro rectos (épor qué?). Por tanto, los angulos que forman estas
bisectrices con BC en el semiplano que determina BC y que no contiene al vértice
A, es menor que dos rectos y por tanto se intersecan en ese semiplano (épor
qué?). Sea I; el punto de interseccidon. Pero analogamente se tiene que e1 y €3
se intersecan en el semiplano que determina AC y que no contiene a B. Por
tanto, es interseca a e1 y ez en puntos diferentes, ya que uno en esta en una de
las semirrectas determinadas por C vy el otro en la otra semirrecta. Sea entonces
I la interseccién de e: y es. Andlogamente e; y e, se intersecan en un punto I3
diferente de I e I.

Sean Y, Y” y Y los pies de las
perpendiculares desde I, a los lados BC,
CA y AB del triangulo, respectivamente.

I, estd en la bisectriz del angulo exterior

enB=IY' =1Y",
I, estd en la bisectriz del angulo exterior

en C= IY' = IY".

Por tanto, IY” = IY” = I, esta en la
bisectriz del angulo en A, pero como la
bisectriz exterior en A no pasa por I,

entonces esta en la bisectriz interior del
ZA. Figura 1.33

Ahora, ya que la distancia de I; a los tres lados del tridngulo es la misma, la
circunferencia con centro en I; con radio igual a esta distancia, pasa por los tres
puntos Y/, Y”y Y’ A este circulo se le llama excirculo del triangulo y a I se le
llama excentro del triangulo.
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De manera analoga hay una circunferencia con centro en I, tangente a los tres
lados del triangulo, y otra con centro en I3, tangente también a los tres lados
del tridngulo. Estas dos circunferencias también se llaman excirculos y sus
centros también se llaman excentros.

Integrando el resultado del teorema anterior, se puede decir entonces que las
bisectrices interiores y exteriores de un triangulo pasan por tercias por cuatro
puntos y que cada uno de estos puntos es centro de una circunferencia tangente
a los tres lados del tridngulo.

En la figura 1.34 se presentan los cuatro puntos, el incentro y los tres excentros,
y los cuatro circulos, el incirculo y los tres excirculos.

Figura 1.34

Se considera conveniente seguir utilizando notaciéon estandar, por lo que en el
resto del texto al circuncentro le seguiremos llamando O, al centroide G, al
ortocentro H, al incentro I y a los excentros I, I e Is.

Problema 1.8.1

Dados tres puntos no colineales A, B y P, construir un triangulo que tengan como
lado el segmento AB y donde P sea sucesivamente: su centroide, su ortocentro,
Su circuncentro, incentro o uno de sus excentros. Justifique su construccion y si
en todos los casos tiene solucion.
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1) En el caso de que AB sea uno de los lados
- C y se quiere que P sea el centroide, se traza
N punto medio de AB vy la recta NP.

Se escoge sobre la recta NP un punto C tal

2NP que PC = 2NP. El tridngulo ABC es el
P buscado.
A En el tridngulo ABC, CN es la mediana por
N B el vértice C, ya que N es el punto medio
Figura 1.35 del lado AB. P es el centroide, ya que, por

construccion, P triseca la mediana CN.

El hecho de que el punto P es el centroide del tridngulo garantiza que las
rectas BP y AP son las medianas del triangulo.

2) En el caso de que AB sea uno de los lados y se quiere que P sea el ortocentro,
se traza por P una perpendicular a AB y la recta AP.

Se traza por B una perpendicular a AP. Sea C el punto de interseccién de esta
perpendicular por B con la perpendicular por P a AB. El tridngulo ABC es el
buscado.

En el tridngulo ABC, CP y AP son C
alturas, ya que por construccion son
perpendiculares a los lados del

tridngulo, por tanto, P es el P
ortocentro del tridngulo.
Este hecho asegura que BP es la A - B
tercera altura del tridngulo.

Figura 1.36

El resto de los casos se dejan para el lector.

Actividad 17

1. Diga, écuales de los siguientes puntos estdn siempre dentro del triangulo y
cudles siempre estan fuera? Establezca las condiciones para las diferentes
posiciones relativas al triangulo de aquéllos que no siempre estan dentro o
fuera.

Circuncentro, centroide, ortocentro, incentro, excentros.

2. Resuelva el problema 1.8.1, para los casos que no se resuelven en el texto.
Actividad 18

Los tridngulos isdsceles tienen algunas propiedades especificas. En la seccion
1.4 ya se demostré que los angulos en la base son iguales. Hay otras
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propiedades relacionadas con las medianas, alturas y bisectrices que también
tienen interés.

Demuestre:

1. Sidos angulos de un tridngulo son iguales, entonces el tridngulo es isdsceles.

2. Enun tridangulo isésceles, la mediana, la altura y la bisectriz correspondientes
a la base del tridngulo coinciden.

3. Si en un tridngulo la altura, la mediana y la bisectriz de uno de sus lados
coinciden, entonces el tridngulo es isdsceles.

4. Si en un triangulo coinciden un par entre la mediana, la altura y la bisectriz
de uno de sus lados, entonces la tercera de éstas coincide también y el
tridngulo es isdsceles.

5. En un triangulo isdsceles, el incentro, centroide, ortocentro y circuncentro
son colineales.

6. En un tridngulo equilatero, el incentro, centroide, ortocentro y circuncentro
del triangulo coinciden.

7. Si el circuncentro y el centroide de un tridngulo coinciden, entonces el
tridngulo es equilatero.

8. El tridangulo formado por los excentros de un tridngulo ABC es isdsceles si y
sOlo si el triangulo ABC es isdsceles.

Triangulos pedales

A los tridngulos cuyos vértices son los pies de las medianas, alturas o bisectrices
de un triangulo se les llama tridangulos pedales del tridangulo: triangulo pedal de
las medianas, triangulo pedal de las alturas, triangulo pedal de las bisectrices.
Al tridangulo pedal de las medianas se le llama también triangulo mediano y al
triangulo pedal de las alturas, triangulo 6rtico. Algunos autores cuando aluden
simplemente al tridangulo pedal se refieren, en general, al értico.

En la Actividad 15 ya se vieron las siguientes dos propiedades del triangulo
mediano:

Teorema 1.8.4

Un triangulo ABC y su triangulo mediano LMN son semejantes y sus lados son
paralelos. La razdn de proporcionalidad entre AABC y ALMN es 2:1.

Teorema 1.8.5

El radio del circuncirculo de un triangulo ABC es el doble del radio del
circuncirculo de su triangulo mediano.
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Sea el AABC y sea ALMN su triangulo mediano. Sea O el circuncentro del AABC
y sea J el circuncentro del ALMN. Las rectas OL y ON son mediatrices del AABC.
Las rectas JL’y JN’ son mediatrices del ALMN.

El radio del circuncirculo del AABC es OB

y el del circuncirculo del ALMN es JM, y

como ya se demostré, OB = 2JM.

Al circuncirculo del ALMN se le

AABC.

llamo
inicialmente circunferencia de Euler (siglo
XVIII), o circunferencia de Feuerbach
(siglo XIX), o bien circunferencia de los
seis puntos, ya que se demostré que pasa
también por los pies de las alturas del

Figura 1.37

En particular Feuerbach demostré que esta circunferencia es tangente a los
excirculos y el incirculo del triangulo Los matematicos Brianchon y Poncelet
(siglo XVIII) demostraron que esta circunferencia pasa también por los puntos
medios de los segmentos entre los vértices del tridngulo y el ortocentro,
llamados puntos de Euler. De ahi que actualmente se le conozca como
“circunferencia de los nueve puntos”. Las demostraciones de estos resultados se
haran posteriormente utilizando métodos de homotecia e inversion.

Teorema 1.7.6

El circuncentro de un triangulo es el ortocentro de su triangulo mediano.

A

Figura 1.38

Sea el AABCy sean lasrectas ¢, myn
sus mediatrices; esto es, pasan por
los puntos medios de sus lados L, My
N y son perpendiculares a sus lados
BC, AC y AB, respectivamente. Sea O
el punto de interseccion de las
mediatrices, entonces O es el
circuncentro del 4ABC.

A
pay

AA

B < .
Figura 1.39

El ALMN es el tridngulo mediano del
AABC y sus mediatrices £, m y n pasan
por los vértices L, M y N del tridngulo
mediano. Ademads, ya que ¢ es
perpendicular a BCy NM es paralela a
BC, entonces ¢ es perpendicular a NM
y £ es altura del ALMN. Analogamente
n y m son alturas de este tridangulo y
O es el ortocentro del ALMN.
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Teorema 1.8.7

Los tres triangulos que determina el triangulo drtico, en un triangulo acutangulo,
son semejantes al triangulo original.

Sea el 4ABC un tridngulo acutangulo y
D, E vy F los pies de las alturas.

Lo que se desea demostrar es que los
triangulos AFBD, ADEC y AAFE son
semejantes al 4ABC.

Figura 1.40

Demostracion:

Para hacer la demostracion se buscaran varias parejas de tridngulos semejantes.
Considérense primero los dos tridngulos siguientes:

Figura 1.41 Figura 1.42
El 4ABD que tiene un angulo recto y el B y el ACBF que tiene también un
angulo recto y el «B. Los dos triangulos tienen sus tres angulos iguales y son
semejantes (teorema 1.7.3), por lo tanto,
AB _ BD _ AD
s sr cr

Ahora, considérense los dos tridngulos siguientes:

Figura 1.43 Figura 1.44
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Uno de los angulos del 4BDF es «B que comparte con el 4ABC. Ademas de (1)
se tiene que:

AB  BC
DB BF
Los dos tridngulos tienen un angulo igual y los lados adyacentes al mismo

proporcionales, por lo tanto, son semejantes (teorema 1.7.4), como se queria
demostrar.

Esto implica, en particular que el 2FDB del ABDF es igual al angulo 2A del 4ABC;
los dos marcados en rojo en las figuras 1.43 y 1.44.

De manera andloga se demuestra que los tridngulos ADEC y AAFE son
semejantes y semejantes al 4ABC. De esta forma resulta que los angulos
marcados en la figura 1.45 con el mismo color son iguales.

Figura 1.45

Actividad 19
Demuestre:

1. La mediana que pasa por un vértice de un triangulo, biseca cualquier paralela
al lado opuesto a ese vértice.

2. El centroide de un tridngulo es también centroide de su triangulo mediano.

3. El ortocentro de un tridngulo acutangulo es el incentro de su triangulo értico
y sus vértices son los excentros de este mismo triangulo.

4. El vértice del angulo obtuso de un tridngulo obtusangulo es el incentro de su
triangulo pedal (figura 1.46).

5. Los triangulos rectangulos no tienen triangulo ortico.
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Figura 1.46

Actividad 20
Construir:

1. Un tridngulo, dadas las longitudes de sus lados y de la mediana del tercer
lado.

2. Un triangulo, dadas las longitudes de sus tres medianas.

3. Un tridngulo, dada la suma de dos de sus lados y los angulos opuestos a esos
lados.

1.9 La recta de Euler

En la actividad 18 se demostrd que en un triangulo isosceles los puntos del
triangulo que se han considerado son colineales y que en un triangulo equilatero
coinciden. En el caso de que los tridngulos no sean isdsceles o equilateros, se
puede entonces preguntar si bajo alguna otra condicidn son estos puntos
colineales, o al menos de alguna terna de ellos. Euler demostrd que en todo
triangulo no equilatero el circuncentro, centroide y ortocentro son colineales.

Teorema 1.9.1

En todo triangulo no equilatero, el circuncentro, centroide y ortocentro son
colineales y la distancia del ortocentro al centroide es el doble de la distancia del
centroide al circuncentro.

Sea ABC un tridngulo no equildtero, L y M los puntos medios de los lados BC y
CA respectivamente. Sean AL y BM dos de sus medianas, por tanto, su
interseccidn G es el centroide del tridngulo. Se construyen las mediatrices por L
y M, su interseccién O es el circuncentro del tridngulo. Ya que el tridngulo no es
equilatero, G y O son distintos (Actividad 18, 7).
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Figura 1.47

Se traza la recta OG. Se traza el punto P
en la semirrecta de OG determinada por G
que no contiene a O y tal que PG = 20G.
Por el teorema 1.7.4 los tridngulos APG y
LGO son semejantes, ya que,

LAGP = £LGO, por ser opuestos por
el vértice,

PG _ AG -
— = — =12, por construccion vy
GO GL

teorema 2.1.1.

Luego, AP = 2L0O, £PAG = «0OLG y
£GPA = LGOL.

Por tanto, la recta AP es paralela OL y como OL es perpendicular a BC, también

APy por tanto AP es la altura por A.

Se traza ahora la recta BP. De manera
analoga al caso anterior, se demuestra

que ABPG ~ ABOG y que la recta

paralela a MO y BP = 2MO. Por tanto, la
recta BP es la altura por el vértice B. El
punto P es por tanto el ortocentro del
triangulo y queda demostrado el teorema.

A esta recta se le conoce como la recta de

Euler del triangulo

BP es

Se puede observar que se demostrd
ademas que la distancia de un vértice al Figura 1.48
ortocentro es el doble de la distancia del
punto medio del lado opuesto al

circuncentro.

En el caso de los tridngulos isdsceles, la recta de Euler es la altura-mediana-
mediatriz-bisectriz de la base del tridngulo y ésta contiene también al incentro
y uno de los excentros. Se puede demostrar que, si el incentro esta en la recta

de Euler, el tridngulo es isdsceles.

Actividad 21

1. Revise si la demostracion del teorema 1.9.1 es vadlida para el caso de
triangulos rectangulos y obtusangulos.

2. Demuestre que en un tridngulo ABC, si la recta de Euler es perpendicular a

BC, entonces AB = AC.
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3. Demuestre que un tridngulo es isdsceles si y solo si el incentro esta en la
recta de Euler.

1.10 Los cuantificadores
Hasta ahora se ha trabajado con proposiciones geométricas como:

e En un tridngulo no equildtero, su circuncentro, su centroide y su
ortocentro son colineales.

e Las bisectrices de los angulos interiores de un tridngulo son concurrentes.
e Los angulos opuestos de un paralelogramo son iguales.

Todas ellas son de la forma p = g, aun cuando no estan escritos de esta forma,
se pueden reescribir como:

e Siun tridngulo es no equilatero entonces su circuncentro, su centroide y
su ortocentro son colineales.

e Si ABC es un tridngulo entonces sus bisectrices interiores son
concurrentes.

e Si ABCD es un paralelogramo entonces sus angulos opuestos son iguales.
También se pueden escribir de la siguiente forma:

e Para todo tridngulo no equildtero se tiene que su circuncentro, su
centroide y su ortocentro son colineales.

e Para todo triangulo se tiene que sus bisectrices interiores son
concurrentes.

e En todo paralelogramo sus angulos opuestos son iguales.

En estas proposiciones se propone una propiedad que cumplen todos los
elementos de un determinado conjunto: todos los tridangulos no equilateros,
todos los tridangulos, todos los paralelogramos.

Para demostrar que la proposicion “Para todo triangulo se tiene que sus
bisectrices interiores son concurrentes” es verdadera, hay que demostrar que,
dado un tridngulo cualquiera, sus bisectrices interiores son concurrentes,
mientras que para demostrar que es falsa, basta con mostrar que existe al
menos un tridangulo en el que las bisectrices interiores no son concurrentes.

Si se revisa la demostracion que se realizd para esta proposicion (teorema
1.8.3), resulta claro que solamente se utilizé la caracteristica de la figura de ser
triangulo y de que las rectas son bisectrices de los angulos interiores del
triangulo. Esto quiere decir que la demostracion que se realizd es aplicable a
todo triangulo y por tanto la proposicidén es verdadera.
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Por ello, cuando se realiza una demostracién hay que tener cuidado de que no
se estén utilizando, sin querer, propiedades que no forman parte de la hipdtesis
como en el caso del ejemplo de la Actividad 16.

En el caso de estas proposiciones se esta utilizando un cuantificador, llamado
universal, que nos indica que se esta afirmando algo de todos los elementos de
un conjunto determinado.

Este no es el Unico cuantificador que se utiliza en Matematicas. En general,
los cuantificadores son operadores légicos que modifican al sujeto de una
proposicion. El simbolo utilizado para el cuantificador universal, para todos, es
v.

Ahora, si la proposicion p es “todos los triangulos son isésceles”; la proposicion
- p es “no todos los triangulos son isdsceles”. Ahora bien, esta negacidon no
significa que ningun triangulo es isdsceles, sino que al menos existe un triangulo
gue no es isosceles. Se puede decir entonces que — p es Idgicamente equivalente
a existe (al menos) un triangulo que no es isosceles. Existe es otro de los
cuantificadores que se usa frecuentemente en Matematicas; se le llama el
cuantificador existencial y se simboliza como 3.

En general, para demostrar que una proposicidon p que afirma que “todos los
elementos de un conjunto satisfacen una propiedad dada” es falsa, basta con
mostrar existe un elemento de dicho conjunto que no satisface esta propiedad.

Y para demostrar que una proposicidén p que afirma que “existe un elemento de
un conjunto que satisface una propiedad dada”, es falsa, hay que demostrar que
todos los elementos del conjunto no la satisfacen.

Con esta seccion se cierra la incursion en la légica, sin dejar de mencionar que
la demostracion es un proceso de comprobacion sobre lo que la intuicién y la
conjetura nos sugiere. Por ello se cierra esta seccién con una cita de Sdenz
(2001).

“Un estudiante seriamente interesado en las matematicas, que
pretenda dedicar a ellas su vida, debe aprender el razonamiento
demostrativo; es su profesion y el signo distintivo de su ciencia. Sin
embargo, para obtener un éxito real debe también aprender el
razonamiento plausible; de él dependera su labor creadora”.
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El teorema de Ptolomeo y rectas antiparalelas

Las cuerdas de Ptolomeo y algo de trigonometria
Apéndice de Trigonometria

Sistema Geocéntrico de

FItolomeo
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2.1 Circunferencias y cuadrilateros

Como se recordara, en una circunferencia se llama:

Radio. A un segmento de recta que une
el centro de la circunferencia con un
punto cualquiera de la misma.

tangente

Cuerda. A un segmento de recta que
une dos puntos de una circunferencia.

Diametro. A toda cuerda que pasa por diametro

el centro de la circunferencia. O

Secante. A una recta que corta a la

. . L cuerda
circunferencia en dos puntos distintos.

Tangente. A una recta que tiene
solamente un punto comun con la
circunferencia.

Figura 2.1

Se ha visto que dos puntos determinan una Unica recta, écudntos puntos
determinaran una Unica circunferencia? Supdéngase que se tienen dos puntos,
écomo determinar el centro de la o las circunferencias que pasan por esos dos
puntos? Para encontrar el centro de una circunferencia que pasa por dos puntos
Py Q, se requiere encontrar un punto que equidiste de estos dos puntos, esto
es, tendrad que estar en la mediatriz del segmento PQ. Pero, ademas, todos los
puntos de la mediatriz equidistan de P y de Q, por tanto, todos los puntos de la
mediatriz son centro de una circunferencia que pasa por Py por Q.

Figura 2.2
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En la figura 2.2 se tienen dos puntos Py Q, M es el punto medio del segmento
PQ y la perpendicular por M a PQ es la mediatriz del segmento. Cualquier punto
A, B, C, etc., sobre la mediatriz es centro de una circunferencia que pasa por P
y Q. Basta trazar la circunferencia con centro en A, B, etc., y de radio r igual a
la distancia de ese punto a P o a Q y esta circunferencia pasa por los dos puntos.
Asi, se tiene un numero infinito de circunferencias que pasan por dos puntos,
una con centro en cada punto de la mediatriz. La de radio menor es la que tiene
centro en M, ya PM < r;, V r;, donde r;es la distancia de cualquier punto de la
mediatriza Po a Q.

Considérense ahora tres puntos no colineales, écuantas circunferencias pasan
por eso tres puntos? Sean P, Q y R tres puntos no colineales. Para que un punto
O sea centro de una circunferencia que pase por estos tres puntos tiene que
estar en la interseccién de las mediatrices del triangulo determinado por estos
tres puntos, que como ya se vio, es el circuncentro del tridangulo.

Teorema 2.1.1
Existe una Unica circunferencia que pasa por tres puntos no colineales.

Dado que tres puntos no colineales determinan una Unica circunferencia, si se
consideran cuatro puntos, no colineales por tercias, ¢habra alguna circunferencia
que pase por esos puntos, o qué condiciones tendran que cumplir para que estén
sobre una circunferencia?

Ejemplo 2.1.1

Supdngase que P, Q, Ry S son los vértices de un cuadrado.

Figura 2.3

Se trazan las diagonales PRy QS y se tiene:
PR = QS, (Actividad 12, 4)
SO = 0Q vy RO = CO, (Actividad 11, 4), de donde
SO = 0Q = RO = OP,
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esto es, O equidista de P, Q, Ry S y por tanto es centro de una circunferencia
que pasa por estos puntos. El radio r es igual a la distancia comun de O a esos
puntos.

Se ha demostrado entonces que cualquier cuadrado es inscriptible en una
circunferencia. De hecho, en la demostracidon solamente se usé la propiedad del
cuadrado de ser rectangulo (diagonales iguales y que se bisecan), por lo que
esta demostracion es igualmente valida para el rectangulo, por lo que también
se puede afirmar que cualquier rectangulo es inscriptible en una circunferencia.
¢Serd entonces inscriptible cualquier paralelogramo?

En el caso general de los cuadrilateros existen inscriptibles y no inscriptibles. A
los cuadrilateros inscriptibles también se les llama ciclicos. Puede haber
cuadrilateros cuyos lados sean iguales y tales que unos sean ciclicos y otros no,
asi que se buscara alguna condicién sobre sus angulos que permita conocer
cuando un cuadrilatero es ciclico. Para ello se vera la relacion entre los angulos
inscritos, que tienen en su vértice en la circunferencia, y los arcos que abarcan.

Actividad 22

Demuestre:

1. La mediatriz de una cuerda pasa por el centro de la circunferencia.

2. La perpendicular a una cuerda por el centro de la circunferencia la biseca.

3. En una misma circunferencia, dos cuerdas tienen la misma longitud si y sélo
si son equidistantes del centro.

4. De un par de cuerdas de una circunferencia, la mayor esta mas cerca del
centro.

5. Demuestre que el didmetro es la cuerda de longitud maxima en un circulo
dado.

6. La linea de los centros de dos circunferencias que se cortan es la mediatriz
de la cuerda comun.

2.2 Angulos en la circunferencia y cuadrilateros ciclicos

Dos puntos Py Q en una circunferencia lo dividen en dos partes a las que se

denomina arcos. En general se denota como 15Q al menor de los arcos
determinados por Py Q.

En la figura 2.4 se denota con PQ al arco menor de los determinados por los
puntos P y Q. Para evitar ambigledad en ocasiones se denotan los arcos con
tres literales.
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En la misma figura, el arco menor es el arco

PBQ y el mayor es el PAQ; en esta forma A
es mas claro a cual de ellos se esta uno
refiriendo.

Si el contexto permite saber con certeza de
cual de los arcos se trata, se utiliza la

notacion con dos literales, de la misma Q
forma en que se utiliza la notacién ZA, en

lugar de £AOB. P B
¢Como se mide un arco? La manera mas —_

comun para medirlo es por la fraccidon de _ PQ
circunferencia que abarca. Esto nos lleva a Figura 2.4

conocer cuanto mide la circunferencia.

Desde la antigliedad era conocido que en las circunferencias se mantiene una
relacién constante entre su perimetro y su diametro, independientemente de su
tamano. A esta constante es a la que se ha llamado n desde el siglo XVII.
Aparentemente el nombre proviene de la palabra “peripheria”, que era el nhombre
que daban los griegos al perimetro de un circulo, y cuya inicial en griego es
precisamente .

A lo largo de la historia se han obtenido valores cada vez mas aproximados (mas
cifras decimales) para esta constante. Para calcular el drea del circulo los

egipcios tomaban esta constante como 3%. Arquimedes utilizd poligonos
regulares de 96 lados, inscritos y circunscritos a la circunferencia, para obtener
la estimacion 32 < & < 32 (Boyer, 1968). En el siglo XVII con el desarrollo del

analisis se realizaron mejores aproximaciones de n a través de la utilizacién de
series y productos infinitos. En la actualidad el uso de las computadoras ha
permitido calcular un gran nimero de sus decimales. Fue hasta finales del siglo
XVIII que se demostrd que m es un numero irracional (no se puede expresar
como una fraccién) y hasta el siglo XIX se demostré que es un numero
trascendente (que no es raiz de un polinomio con coeficientes enteros).

De la definicidon del nimero © se tiene que la longitud de una circunferencia de
radio r es 2nr y de los postulados 5 (a y b), se tiene:

Teorema 2.2.1

La medida numérica de un angulo central es la misma que la del arco que
subtiende. Esto generalmente se expresa en como “la medida de un angulo
central es la misma que la del arco que abarca o subtiende”.

Dos las unidades de medida mas usadas son el grado (o grado sexagesimal) y
el radian.
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Para definir el grado se toma como unidad para medir la circunferencia un arco

~

i= % C, donde C es la longitud total de la circunferencia. Al angulo que abarca

este arco se le llama grado y se usa el simbolo © para denotarlo. En la figura 2.5
se tiene i = PA, y 2POA; = & = 10,

De la definicion y el teorema 2.2.1 es claro que
el angulo central que abarca toda la
circunferencia es de 360°. Si se trazan dos
diametros perpendiculares los cuatro angulos
formados son iguales a un recto cada uno, y
abarcan arcos iguales, por lo que cada uno es
de un cuarto de circunferencia, es decir cada
angulo es de un cuarto de 3609, por lo que cada
uno es de 90°. Un angulo de lados colineales

s abarca la mitad de la circunferencia, por tanto,
Figura 2.5 es de 180°.

El origen del grado (sexagesimal) se remonta a los babilonios que dividian la
circunferencia en 360 partes; también de ellos proviene la divisién del grado en
60 minutos y el minuto en 60 segundos (de ahi su nombre de sexagesimal). En
la seccion 1.1 ya se mencion6 que el sistema de numeracion de los babilonios
era sexagesimal. La persistencia de este sistema en la medida de los dngulos se
debe seguramente a su adopcién por los griegos y a que casi la totalidad de los
aparatos para medicidon de angulos como los sextantes, teodolitos, brdjulas, etc.,
estan graduados segun este sistema.

Actualmente las calculadoras cientificas pueden trabajar con este sistema de
grados sexagesimales, a los que llamaremos grados simplemente, con grados
centesimales o con radianes. En este curso no se trabajara con los angulos
centesimales ya que practicamente no se utilizan, solamente se menciona que
en este caso se divide la circunferencia en 400 partes, de tal manera que un
angulo recto mide 100 grados centesimales. La primera mencidn a este sistema
de medida de los angulos fue en el siglo XV y se tratd de implantar en Francia
durante el siglo XVIII. Algunos instrumentos nauticos todavia lo utilizan.

Un angulo central que abarca un arco de
r longitud igual al radio del circulo recibe el
nombre de radian. En la figura 2.6 el angulo
marcado es de un radian. Dado que la longitud
de cualquier circunferencia es 2nr, si se toma
como unidad de medida el radian, se tiene
entonces que la medida del angulo = 360°

expresada en radianes es de 2 w radianes.
Figura 2.6
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Entonces, de acuerdo con el
teorema 2.2.3, un angulo de
180° es de wradianes y uno
de 909 es de n/2 radianes.

En la figura 2.7 se presenta la
medida de algunos angulos
expresadas tanto en grados
como en radianes.

1135, 3x/4}

{180, x}

190, w2}

145, 4}

10,0}

{225, Srrdy

{270, 372}

Figura 2.7

1360, 2}

315, 7x/4}

Planteando nuevamente la pregunta original: écudl es la relacion entre los

angulos inscritos y el arco que

Teorema 2.2.2

abarcan?

La medida de un angulo inscrito en una circunferencia es igual a la mitad de la

medida del arco que abarca.

Demostracion:

Sea C una circunferencia con centro en O y « un angulo inscrito con vértice en
R que estd en C y que subtiende el arco PQ. La base de la demostracidn es
probar que « es la mitad del angulo central que abarca el mismo arco.

R Se trazan los radios OP y OQ y se considera el
angulo central B que subtiende el mismo arco PQ.
La demostracion se dividira en tres casos:

1. Cuando P, Oy R (o bien Q, Oy R) son colineales.

Considérese el AORQ, OR = 0Q, por ser radios;
por tanto, el triangulo es isdsceles y el angulo
interior en Q es igual a a. Ademas g, el angulo
central que subtiende el mismo arco, es angulo
exterior adyacente al tercer angulo del triangulo
7. Por tanto 2= 2a, como se queria demostrar.

P

Figura 2.8
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2. Cuando O estad en el interior del angulo
2PRQ = «a. Se traza el didmetro que pasa R
por R. Considérese AORP y AORQ. Por el q
resultado del inciso anterior se tiene que a
pir=2azy f2=2a. Ademds a=ai+ a2y
p=pi+ p2 por tanto, f=2a,como se
gueria demostrar. s

Figura 2.9

3. En el caso en que el centro O de la circunferencia esté fuera del angulo o se
traza igualmente el didmetro RS y se obtienen las dos mismas igualdades
que en el caso anterior, sélo que para obtener el angulo « en lugar de que
los dangulos se sumen, se restan.

Una consecuencia directa de este teorema es la condicién que se estd buscando
sobre los angulos de los cuadrilateros ciclicos.

Pero antes de continuar haremos un pequefio paréntesis para indicar que en
este curso se trabajara solamente con poligonos convexos. A los poligonos cuyos
angulos son menores que dos rectos se les llama convexos y a los que tienen
algun angulo mayor a dos rectos concavos. Observe que cualquier cuadrilatero
no puede tener mas de un angulo mayor que dos rectos. Los paralelogramos son
cuadrildteros convexos.

En la figura 2.10 se presenta un ejemplo de un cuadrilatero convexo, que es con
los que se ha estado y se seguira trabajando, y de un cuadrilatero céncavo.

B
B
C

A C

A

D D
o, Cuadrilatero céncavo

Cuadrilatero convexo

Figura 2.10

Teorema 2.2.3

Un cuadrilatero es ciclico si y sélo si sus angulos opuestos son suplementarios.
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Demostracion:

Sea el JPQRS ciclico. Sean 2PQR = a 'y
£RSP = 3. El dngulo «a es inscrito y abarca
el arco PSR; el &ngulo £ también es inscrito
y abarca el arco RQP.

Ademas, PSR + RQP = 2m, por tanto, por el
teorema 2.2.2 se tiene a+ f = m, como se
queria demostrar. Observe que los otros
dos angulos del cuadrilatero también son
suplementarios ya que la suma de los
cuatro angulos es igual 2rn radianes. Figura 2.11

Ahora se demostrara que la condicién de los angulos opuestos suplementarios
no sélo es necesaria sino también es suficiente para que el cuadrilatero sea
ciclico; es decir, se demostrara que un cuadrilatero que tenga un par de angulos
opuestos suplementarios es ciclico.

Esta demostracién se realizard por contradiccién o reduccién al absurdo que
como ya se ha dicho, se utiliza mucho en matematicas.

Sea el CJPQRS y sean 2PQR = a Y £RSP =
p tales que o+ p= =n. Se traza la
circunferencia que pasa por los vértices P,
Q y R (teorema 2.2.1). Supdngase que
esta circunferencia no pasa por S, se traza
el segmento SP y se llama S; al punto de
interseccion de PS con la circunferencia. El
cuadrilatero [OPQRS; es ciclico por
construccién, por tanto «PS:R es
suplementario de «, por el resultado
anterior y ya que ay S son por hipotesis
Figura 2.12 suplementarios, se tiene que 2PS;:R = .

Estos dos angulos son correspondientes e iguales, por tanto, RS y RS; son
paralelas, pero estas dos rectas tienen a R como punto comun, por lo tanto, no
pueden ser paralelas. Esto es, del hecho que la circunferencia determinada por
P, Q y R no pase por S, se ha llegado a una contradiccidon, por tanto, la
circunferencia tiene que pasar por S, como se queria demostrar.

A la luz de este resultado demostrar que los Unicos paralelogramos ciclicos son
los rectangulos es inmediato, ya que los angulos opuestos de un paralelogramo
son iguales y para ser inscriptibles tienen que ser suplementarios, por tanto,
tienen que ser rectos.
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Actividad 23

Demuestre:

1. Un angulo inscrito es recto si y s6lo abarca un diametro.

2. La medida del angulo formado por dos cuerdas que se intersecan dentro del
circulo es igual a la de la semisuma de los arcos que abarca.

3. La medida del angulo formado por dos secantes que se intersecan en un
punto exterior al circulo es igual a la semidiferencia de los arcos que abarca.

4. Dos angulos inscritos que abarcan la misma cuerda son iguales o
suplementarios.

Actividad 24

Demuestre:

1. Si una recta corta dos circulos concéntricos determinando la cuerda XY en el
mas grande y la cuerda PQ en el menor, entonces XP = QY.

2. Sea un tridngulo isdsceles AABC. Por un punto D en el lado AB se traza una
paralela al lado BC, si E es el punto de interseccion de esta paralela con AC,
entonces el cuadrilatero BDEC es inscriptible.

3. Dos circunferencias se cortan en los puntos P y Q. Se trazan los didmetros
de los dos circulos que pasan por P. Sean X'y Y los puntos de interseccion de
estos diametros con cada una de las circunferencias, entonces la recta XY
pasa por el punto Q.

4. Sean A, B, Cy D los vértices consecutivos de un cuadrilatero ciclico y sean
W, X, Yy Z los puntos medios de AB, BC, CD y DA respectivamente. Entonces
las cuerdas WY y XZ son perpendiculares.

5. Dado una circunferencia C y dos puntos Py Q exteriores al circulo. Se trazan
dos secantes por cada uno de los puntos exteriores de tal forma que se corten
sobre la circunferencia en cuatro puntos A, B, C y D, entonces las bisectrices
PX y PY de los «P y «Q son perpendiculares.

6. Si PQ y RS son dos cuerdas paralelas en una circunferencia, entonces PR =
QS.

7. H es el ortocentro del AABC, la altura por A corta al lado opuesto en D y al
circuncirculo en K, entonces HD = DK.

Actividad 25

Demuestre

1. Todo trapecio isdsceles es inscriptible.

2. Todo pentagono regular es inscriptible.
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3. Todo poligono regular es inscriptible.

Actividad 26

1. Dado un circulo de radio r, construya el rectangulo inscrito de area maxima.

2. Dado un pentagono regular de lado x, determine el centro y el radio de la
circunferencia circunscrita.

3. Sea C una circunferencia con centro en O. Sea P un punto cualquiera exterior
a la circunferencia. Encuentra el lugar geométrico de los puntos Y tales que,
Y es el punto medio del segmento PX, para X en C.

2.3 Potencia de un punto y la recta de Simson

Teorema 2.3.1

Sean P un punto en el plano y C una circunferencia dada, para cualquier recta
que pase por Py corte a la circunferencia C en dos puntos Q y R, el producto
PQ x PR es constante.

Demostracion:

Se tienen dos casos posibles: que P esté fuera de la circunferencia o que esté
dentro.

Supdngase primero que el punto P esta fuera y que tenemos dos rectas my n
que pasan por Py que la cortanen Qy Ry en Q; y R;, respectivamente.

Se trazan los segmentos QR; y Q:R. Sea
S el angulo 2QRQ;: y B el dngulo 2£QR:Q;.
Entonces, =, ya que los dos angulos son
inscritos y abarcan el arco QQ;: (2.2.2).

Por tanto, A PQR; ~ A PQ:R, ya que tienen
dos angulos iguales (teorema 1.5.3). Por
tanto,

PQ _ PRy

= — = POXxPR = PQ; xPR
PQ, PR Q Qi T

Figura 2.13

como se queria demostrar.

Supdngase ahora que el punto P esta dentro de la circunferencia y que tenemos
igualmente dos rectas my n que pasan por Py que lacortanen QyRyenQ:y
R, respectivamente.
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De manera analoga al caso anterior se
demuestra que los angulos By, son
iguales y que A PQR; ~ A PQ;R.

Asimismo:
PQ PR,
— = —— = PQXPR = PQ; xPR;,
PQ, PR

como se queria demostrar.

Figura 2.14

El resultado anterior indica que el producto PQ x PR no depende de la posicion
de la recta que pasa por el punto P, sino solamente de P y de la circunferencia,
ya que este producto es constante. Se define la potencia de un punto con
respecto a una circunferencia como el producto de sus distancias a cualquier par
de puntos en la circunferencia que sean colineales con él.

Mas sobre triangulos pedales

Dado un A ABC, el tridngulo pedal de un punto P cualquiera, respecto del A ABC,
es el tridangulo que tiene como vértices los pies de las perpendiculares de P a los
lados del A ABC.

De acuerdo con esta definicion el triangulo que definimos como triangulo pedal
de las alturas o tridngulo 6rtico es el triangulo pedal del ortocentro y el que
definimos como tridangulo mediano es el triangulo pedal del circuncentro.

En el caso de que el punto P esté en el circuncirculo del A ABC no se forma un
triangulo, sino que estos puntos son colineales y a esta recta se le llama la “/inea
de Simson de P con respecto al triangulo ABC”.

Teorema 2.3.2

Sean PX, PY y PZ las perpendiculares bajadas a los lados del triangulo ABC,
desde cualquier punto P de su circuncirculo. Los puntos X, Y y Z son colineales.

Demostracion:
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Figura 2.15

Sea ABC un tridngulo y P un punto en
su circuncirculo. Sean PX, PY y PZ las
perpendiculares desde P a los lados
AB, BC y CA del triangulo, respectiva-
mente. Se demostrara que X, Yy Z
son colineales, demostrando que los
angulos a =2CYZ y pB=4«BYX son
iguales.

Figura 2.16

El JAXZP es ciclico ya que los angulos
PXA'y PZA son rectos (Actividad 23,1).
Luego, £ZAX= 180°-.ZPX (Teorema
2.2.3). Yaque C, Zy A son colineales,
se tiene que 2ZAX= +CAB. Ademas,
como P esta en el circuncirculo del
A ABC, el cuadrilatero ABCP es ciclico
y 2CAB= 180°-2CPB.

Se tiene entonces que 180°-2XPZ = 180°-.CPB, de donde 2ZPX = +CPB.

Figura 2.17

La circunferencia con didametro PC
pasa por Y y por Z, ya que los
angulos PZC y PYC son rectos
(Actividad 23,1). Luego el [0 PCZY
es inscriptible y 2CPZ = +CYZ, ya
gue son inscritos en la misma
circunferencia y abarcan el mismo
arco.

La circunferencia con diametro PB
pasa por Y y por X, ya que los
angulos PYB y PXB son rectos.
Luego el O PYBX es inscriptible y
+BYX = £BPX, ya que son inscritos
en la misma circunferencia vy
abarcan el mismo arco.

Ademas, £ZPX = +ZPB + By +CPB =a + £ZPB y como 2ZPX = +CPB, se tiene

que a =f, como se queria demostrar.
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2.4 Tangentes a la circunferencia

Teorema 2.4.1
Una tangente a un circulo es perpendicular al radio trazado al punto de contacto.

Demostracion:

Sea C una circunferencia con centro en O y radio r. Sea P un punto en la
circunferencia C y sea m la tangente a la circunferencia en P. Se traza el radio
de la circunferencia OP, por tanto, OP = r. Se quiere demostrar que OP 1L m.
Para ello se supondra que OP no es perpendicular a m y se llegard a una
contradiccion.

Si OP no es perpendicular a m, desde O se
traza una perpendicular a m. Sea Q el pie de
la perpendicular. Sea s =0Q. Entonces s < r,
por el corolario 2 del teorema de Pitagoras, vy
Q estd en el interior de la circunferencia. Pero
si Q estd en el interior de la circunferencia,
entonces m corta al circulo en dos puntos, por
el postulado (3, d), contrario a la hipdtesis de
que m es tangente a la circunferencia. Por
tanto, OP L m, como se queria demostrar. Figura 2.18

Corolario 1: Por cada punto
en la circunferencia existe

LN
vg‘ .“‘ una tangente a la misma en
(‘ ,“" ese punto.

‘ Corolario 2: La tangente a
” una circunferencia en un
punto sobre la misma es

unica.

Corolario 3: La perpendicular

= -

J _
PN S '
circunferencia en el punto de

Figura 2.19 contacto pasa por su centro.

Los resultados anteriores indican que para trazar una tangente al circulo por un
punto del mismo sélo hay que trazar un radio al punto de tangencia y la tangente
serda la perpendicular al radio por ese punto.

¢Cémo proceder en el caso en que el punto desde donde se quiere trazar la
tangente no esté en la circunferencia?

Sea C una circunferencia con centro en O y radio r y sea P el punto desde donde
se quiere trazar la tangente. Se observa en primer lugar que solamente se
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pueden trazar tangentes desde un punto exterior, ya que toda recta por un punto
interior del circulo corta al circulo en dos puntos por el postulado (3, d). Sea
entonces P un punto exterior a la circunferencia. Si se supone que existe la
tangente al circulo desde P, entonces es perpendicular al radio en el punto de
contacto; por tanto, para trazar la tangente habra que determinar un punto Q
en el circulo tal que las rectas OQ y PQ sean perpendiculares. Entonces, con base
en las propiedades de los angulos inscritos se realiza la siguiente construccién:

Se traza la recta OP y se construye M su
punto medio. Se traza una circunferencia
C; con centro en M y radio MO. La
circunferencia C; pasa por P, por
construccion. Sean Q vy R las
intersecciones de las circunferencias C y
C: (axioma 3, d). Las rectas PQ y PR son
tangentes al circulo C en Q y R
respectivamente.

Figura 2.20

Demostracion:

Se trazan los radios OQ y OR, entonces los angulos 2zOQP y 2ORP son inscritos
en el circulo C; y abarcan un diametro, por tanto, son rectos y OQ es
perpendicular a PQ en el punto Q y OR es perpendicular PR en el punto R, como
se queria demostrar.

De la construccion y la demostracién anterior se concluye que por cada punto
exterior al circulo pasan dos tangentes al circulo. Estas tangentes tienen la
misma longitud y forman el mismo angulo con la linea que une el centro del
circulo y el punto desde donde se trazan las tangentes. Se deja como ejercicio
la demostracion.

Tangentes comunes

Un par de circunferencias puede tener una o varias tangentes comunes 0 no
tener tangente comun, dependiendo de la magnitud de sus radios y de la
distancia entre sus centros.

Una tangente comun a dos circunferencias se llama externa si corta la linea de
los centros en un punto que no esta en el segmento determinado por los centros
de las circunferencias y se llama interna si la corta en un punto que esta en el
segmento.

En las figuras siguientes se presenta de forma esquematica los casos en que no
tienen tangente comun o tienen una o dos tangentes comunes. Se deja al lector
que realice las figuras para los casos de tres o cuatro tangentes comunes.
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Cy
Figura 2.21 Figura 2.22 Figura 2.23
Ninguna tangente comun Una tangente comun Dos tangentes comunes

Para construir una tangente comun a dos circunferencias se supondra que se
tiene resuelto el problema.

Sean C y C; dos circunferencias con centro en O y O; y radios r y r:
respectivamente. Supongamos que se tiene las dos tangentes externas t; y t
que se intersecan en Py sean Q y Q;: los puntos de tangencia de t; en C vy Cy,
respectivamente. Se tiene entonces que OQ = r es perpendicular a t; y 0:Q; =
r; también, por el teorema 2.4.1; por lo tanto, los radios a los puntos de contacto
de la tangente comidn OQ y 0:Q: son paralelos. Si se traza una paralela m; a
QQ: por el punto O;, se obtiene un rectangulo QQ:0:D, donde D es la
interseccidn de m; con el radio OQ. Ahora, OD = r - r; y es perpendicular a m;.
Si se traza una circunferencia C; con centro en O y radio OD =r - r;, la recta m;
es perpendicular a OD, por tanto, es la tangente al circulo C> desde O;.

Figura 2.24

La figura es simétrica con respecto a la linea de los centros, por tanto, la
tangente m. a C. desde O; es también paralela a la tangente comun ¢t..
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De la situacidn anterior se puede ver que para construir las tangentes comunes
externas se traza una circunferencia C, con centro en O, de radio r — r; y se
trazan las tangentes m; y m> desde O; a C.. Si D y D’ son los puntos de contacto
de estas tangentes, se trazan los radios OD y OD’ y se prolongan hasta que
corten a la circunferencia C en Q y R respectivamente. Estos puntos Q y R son
los puntos de contacto de las tangentes comunes con C, por tanto, basta trazar
las perpendiculares a OQ y OR y se tendran dos rectas t; y t. tangentes a la
circunferencia C. Resta demostrar que son tangentes a C;, lo cual se deja como
ejercicio al lector.

Actividad 27

Demuestre:

1. La potencia de un punto P con respecto a una circunferencia con centro en el
punto O y radio r, es igual a PO? - r? = PT?, donde PT es la longitud de la
tangente desde P a la circunferencia, siempre que P sea exterior al circulo.

2. Las tangentes a una circunferencia desde un punto dado P tienen la misma
longitud y forman angulos iguales con la recta que une el punto y el centro
del circulo.

3. El angulo formado por una tangente y una cuerda que pasa por el punto de
tangencia es igual a la mitad del angulo subtendido por la cuerda.

4. Sidos circunferencias son tangentes, la linea de los centros pasa por el punto
de contacto. Recuerde que dos circunferencias son tangentes si son
tangentes a la misma recta en el mismo punto.

5. En cualquier triangulo el producto de los dos segmentos en que la altura es
dividida por el ortocentro es constante para las tres alturas.

6. Los puntos en que la mediatriz de un lado de un tridngulo corta al
circuncirculo, estan en la bisectriz interior y exterior del angulo opuesto.

7. El angulo entre las lineas de Simson de dos puntos Py P’ en el circuncirculo
del tridangulo ABC es igual a un medio del arco PP".

Actividad 28

1. Trace las tangentes comunes externas e internas a dos circunferencias,
considere todos los casos.

2. Inscriba en un circulo dado, un tridngulo semejante a un tridngulo dado
(proposicion 2 del Libro IV).

3. Construya un tridngulo isdsceles tal que cada uno de sus angulos iguales sea
el doble del angulo restante (proposicion 10 del Libro IV).
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4. Construya dos puntos que tengan la misma potencia respecto a dos
circunferencias dadas.

2.5 El teorema de Ptolomeo y rectas antiparalelas

El teorema siguiente se debe a Claudio Ptolomeo, astronomo y gedgrafo griego
de la Antigledad (siglo II) y aparece en su obra principal conocida por su nombre
arabe Almagesto®. El Almagesto es una enciclopedia del conocimiento
astrondmico de esa época, que establece la astronomia como una disciplina de
las matematicas. Esta obra, contiene una elaborada teoria del movimiento de
planetas que se movilizan en circulos (epiciclos) que rotan sobre la circunferencia
de un circulo mayor cuyo centro se encuentra cercano a la Tierra (sistema
geocéntrico). Aborda también la determinacién de la distancia de la Luna a la
Tierra, estudios sobre la esfera y trigonometria y un manual sobre la
construccién y uso de los instrumentos astrondmicos.

En la figura 2.25 se presenta un esquema de los epiciclos.

Deferente

Excéntrica

ro del Universo

=
@La Tierra

Figura 2.25

Video 6: https://www.youtube.com/watch?v=pgGIIxNVyhw1°

Video 7: http://www.iac.es/cosmoeduca/relatividad/charlas/historia/ptolomeo.htm1?

% Se han referido varios nombres como el original de esta obra: Megale Syntaxis (Gran
Compendio), Syntaxis Mathematica (Compilacion Matematica) (Dictionary of Greek and Roman
Biography and  Mythology, Smith  William, 1867, Ancient Library, p. 570).
http://www.ancientlibrary.com/.

10 Sagan, Carl, 1978. Cosmos: un viaje personal. Capitulo 3: La armonia de los mundos. Ptolomeo
y su modelo geocéntrico. Doblada al espafiol. Turner Home Entertainment en
https://www.youtube.com/watch?v=pgGIIxNVyhw.

11 Relatividad. Charla IV. El Cosmos Grecolatino. Cosmoeduca. Instituto de Astrofisica de Canarias
en www.iac.es/cosmoeduca/relatividad/charlas/historia/ptolomeo.htm.
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El teorema 2.2.3 establece cuando es ciclico un cuadrilatero en término de sus
angulos. éHabra alguna condicién que establezca cuando un cuadrilatero es
ciclico en término de sus lados?

El teorema de Ptolomeo, que se vera a continuacion, establece la condicion
necesaria y suficiente para que un cuadrilatero sea ciclico en término de sus
lados y sus diagonales. Recuerde que se dice que un cuadrilatero es ciclico si es
inscriptible, y se dice que sus vértices son conciclicos.

Teorema 2.5.1 (Teorema de Ptolomeo)

Un cuadrilatero es ciclico si y sélo el producto de sus diagonales es igual a la
suma de los productos de los pares de lados opuestos.

Ahora se demostrara solamente, que si el cuadrilatero es ciclico entonces el
producto de sus diagonales es igual a la suma de los productos de los pares de
lados opuestos. La demostracion del inverso se deja como ejercicio para el
lector.

Demostracion:

Supdngase que se tiene un cuadrilatero ciclico con vértices A, B, Cy D. Sean AC
y BD sus diagonales. Sean 2CAB = ay «BCA = 4.

Se traza una recta tal que forme con AB un angulo a; = «, (Actividad 6,1). Sea
E el punto de interseccidon de esta recta con BD la diagonal del cuadrilatero, (V
postulado).

Se tiene entonces por el teorema 1.5.3,
que ADAE = ACAB, ya que a,= a,por
construcciéon, y £BCA = «BDA = B, por ser
angulos inscritos que abarcan el mismo
arco (teorema 2.2.2).

Por tanto:
AD DE
— = — = ADXCB = ACXx DE.
AC CB
Se tiene también que A ADC = AAEB, ya que D

a;+y= a+y por construccion, y £ZABE =
¢tACD = ¢, por ser angulos inscritos que
abarcan el mismo arco.

Figura 2.26
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Por tanto:

AB EB

— = — = ABxDC = ACx EB.

AC DC
Sumando las dos ecuaciones se tiene que:
AD x CB + ABxDC = ACxDE + AC X EB,
de donde,

AD x CB + AB x DC = AC (DE + EB),

pero como D, E y B son colineales, se tiene
que (DE +EB) = DBy,

AD x CB + ABxDC = AC x DB

D
Figura 2.27
¢Es valida esta demostracidn en el caso de que el angulo « sea mayor que
%ADAB?
Rectas Antiparalelas

Sean a, b y ¢, d dos pares de rectas de tal forma que la bisectriz m de las rectas
ay b corta a las rectas c y d formando angulos iguales interiores del mismo lado
de la transversal, se dice que c y d son antiparalelas con respecto a las rectas a
y b.

Figura 2.28

Teorema 2.5.2

Si las rectas c y d son antiparalelas con respecto a las rectas a y b, entonces las
rectas a y b son antiparalelas con respecto a las rectas c y d.

Demostracion:
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Sean las rectas c y d antiparalelas con respecto a las rectas a y b. Sea O el punto
de interseccién de a y b. Sea O’ el punto de interseccidon de cy d. Sea m la
bisectriz de a y b y sea n la bisectriz de c y d. Sean A y B las intersecciones de
n con a y b respectivamente y sean C y D las intersecciones de m concy d
respectivamente.

Figura 2.29

Sea a el angulo formado por my d y sea a; el formado por m y c. Por la definicion
de antiparalelas se tiene que a = a;, por tanto, el AO’CD es isésceles (Actividad
18, 1). Por tanto, la bisectriz n de ¢ y d es altura del lado CD y por tanto
perpendicular a m (Actividad 18, 2). Se tiene entonces que la bisectriz m es
también altura del AOAB y por tanto el tridngulo es isdsceles (Actividad 18, 4);
por tanto, B = B:, de donde a y b son también antiparalelas con respecto a las
rectascyd.

Actividad 29

1. Demuestre que los puntos en que la mediatriz de un lado de un triangulo
corta al circuncirculo estan en la bisectriz interior y exterior del angulo
opuesto.

2. Demuestre que el punto medio de un lado de un triangulo es también punto
medio del segmento determinado por los puntos de contacto del incirculo y
el excirculo correspondiente.

3. Demuestre que el area de un tridangulo es igual al producto del semiperimetro
del tridngulo por el radio del circulo inscrito y que también es igual al
semiperimetro disminuido en un lado por el radio del excirculo
correspondiente.

4. Verifique la demostracién del Teorema de Ptolomeo en el caso de que el
’ 1
angulo o sea mayor que ~<DAB.
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5. Verifigue numéricamente el Teorema de Ptolomeo para cada uno de los
siguientes cuadrildteros inscritos en una circunferencia cuyo radio es la
unidad:

a) Un cuadrado.

b) Un trapecio isésceles uno de cuyos lados es un didmetro y sus otros tres
lados son iguales.

c) Un rectangulo cuyas dimensiones estan en la relacién 1:2.

6. Demuestre que, al aplicar el Teorema de Ptolomeo a un rectdngulo, se
obtiene el Teorema de Pitagoras.

7. Demuestre que en cualquier cuadrilatero la suma de los productos de los
lados opuestos es mayor o igual que el producto de sus diagonales.

8. Demuestre el inverso del Teorema de Ptolomeo.

9. Demuestre que si dos rectas a y b que son antiparalelas con respecto a las
rectas c y d, se cortan en cuatro puntos distintos formando un cuadrilatero
convexo, estos cuatro puntos son los vértices de un cuadrilatero ciclico.
Inversamente, cada par de lados opuestos en un cuadrilatero ciclico convexo
es antiparalelo con respecto al otro par.

10. Demuestre que las bisectrices de los dos pares de lados opuestos de un
cuadrilatero ciclico son perpendiculares.

11. Demuestre que los lados no paralelos de un trapecio son antiparalelos con
respecto de los lados paralelos.

12. Demuestre que, si ABC es un triangulo, C el circuncirculo de ABC. Una
recta paralela a la tangente al circuncirculo en A, por un punto P en BC es
antiparalela al lado BC con respecto a AB y AC.

2.6. Las cuerdas de Ptolomeo y algo de trigonometria

Como se ha mencionado, el motor del desarrollo de la ciencia es la busqueda de
respuesta a una sucesién de preguntas y problemas. En el caso de la
trigonometria, las preguntas que se hicieron en la antigliedad fueron variadas y
de diferente naturaleza. Estas, estuvieron relacionadas con la navegacion, la
agrimensura, la generacién de mapas y la astronomia, por mencionar las mas
importantes. En todas ellas, el principal problema era determinar una distancia
inaccesible, como la distancia entre la Tierra y la Luna, o una distancia que no
podia ser medida de forma directa.

La distancia desde una embarcacién a un punto determinado de la costa, o la
gue separa dos astros, eran inaccesibles a la medicion directa; en cambio, el
angulo entre la visual dirigida al objeto con otra visual fijada de antemano era
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facil de medir mediante instrumentos relativamente sencillos, por lo que estos
problemas se resolvian identificando la distancia buscada con el lado de un
triangulo y utilizando las magnitudes de los otros lados y/o sus angulos, asi como
relaciones entre los lados y los angulos de los tridngulos. La busqueda de estas
relaciones es lo que dio origen a la trigonometria.

Aristarco de Samos, 310 - 230 a.n.e. aproximadamente, en su obra Sobre los
tamanos y las distancias del Sol y la Luna, calcula cuantas veces es mayor la
distancia de la Tierra al Sol que la de la Tierra a la Luna y encuentra la relacién
entre los tamanos del Sol, la Tierra y la Luna (Boyer,1968). Para encontrar la
relacion entre la distancia de la Tierra al Sol y de la Tierra a la Luna, propone
que cuando la Luna estd en cuarto creciente, es decir, cuando sdélo se ve
iluminada la mitad de la Luna, el angulo entre la linea que une la Luna y el Sol

y la linea que une la Luna y la Tierra es recto. Asi, midié el angulo entre las
visuales a la Luna y al Sol como de 87° (un cuadrante menos 3—10 de cuadrante),
determind la razén entre TL y TS, donde L es la posicién de la Luna, S la del Sol
y T la de la Tierra. La conclusién a la llegd Aristarco es que % < % < 1—18, esto es,

que la distancia del Sol a la Tierra esta entre 18 y 20 veces la distancia de la
Luna a la Tierra.

Figura 2.30

En esa época, no se habian desarrollado las tablas trigonométricas, por lo que
Aristarco utilizd procedimientos geométricos para llegar a la conclusién
mencionada.

A la luz de las propiedades de semejanza de tridngulos el resultado anterior es
claro, a partir de que los tres angulos del triangulo con vértices la Tierra, la Luna
y el Sol estan determinados en ese momento, y por tanto cualquier otro triangulo
gue tiene estos tres angulos es semejante y la razéon entre TL y TS es constante,
bajo las condiciones mencionadas.

Cabe mencionar que el resultado de Aristarco, aun cuando es mejor que el que
Arquimedes atribuyd a Eudoxio, estd lejos de ser correcto; la razén entre las
distancias mencionadas es cercana a 400. El procedimiento utilizado por
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Aristarco es considerado correcto, pero el angulo que midié6 como de 879, es
realmente cercano a 89° 50'.

La utilizacion de procedimientos geométricos como base para calculos que hoy
consideramos trigonomeétricos fue habitual en la ciencia griega.

El calculo que realizd Aristarco al respecto de la relacién entre la distancia de la
Tierra a la Luna y la distancia de la Tierra al Sol, queda claro que lo que

. s 1 1
determino fue — < sen3¢< —.
20 18

Aun cuando fueron varios los astrénomos y matematicos que trabajaron en
problemas similares a los que abordd Aristarco, no se tiene referencia de ningun
trabajo de sistematizacion de los valores de las funciones trigonométricas, o su
equivalente, hasta el trabajo de Hiparco de Nicea, 180-125 a.n.e.,
aproximadamente. Las primeras tablas trigonométricas fueron tablas de cuerdas
en un circulo subtendidas por angulos centrales. En la actualidad se utiliza la
funcion seno (el seno de un angulo y la longitud de la cuerda que subtiende el
angulo en un circulo estan relacionados cercanamente).

Tedn de Alejandria en su comentario sobre el

texto Tabla de cuerdas inscritas en un circulo

crd a del AlImagesto de Ptolomeo, refiere un tratado

4 ‘ en doce libros sobre las cuerdas de un circulo,
escrito por Hiparco de Nicea. Esta obra se

perdid antes de la época de Ptolomeo, y el

propio Ptolomeo le da crédito, tanto por su

primera tabla de cuerdas como por las

observaciones astrondmicas que realizé.
Figura 2.31

Hiparco, siguiendo la tradicion babilénica, dividié el angulo central del circulo en
360 partes iguales, de la misma manera en que se hace hoy en dia con los
grados. En la tabla calculada por Hiparco se refieren los angulos multiplos de
7.59, entre 0° y 90°. No se tiene certeza sobre el tamano del radio del circulo
que utilizé y se desconoce el método que aplicé. Tedn refiere ademas otro
tratado sobre cuerdas en un circulo, escrito en seis libros por Menelao de
Alejandria, quien realizd importantes contribuciones a la trigonometria y a la
geometria esférica las cuales se presume utilizd para la resolucién de problemas
de su trabajo astronédmico (Boyer, 1968).

Las tablas de cuerdas permitian a los astrénomos emplear métodos de calculo
para determinar por anticipado la posicion y el movimiento de los cuerpos
celestes.

Fue posteriormente Ptolomeo quien construyé las tablas de cuerdas mas
completas de la antigliedad, con valores angulares desde medio grado hasta 180
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grados, en intervalos de medio grado. Ptolomeo utilizd un circulo de radio 60
para construir estas tablas. La ventaja de utilizar un circulo de radio grande es
gue se pueden evitar las fracciones. En la actualidad se utiliza un circulo de radio
unitario para definir las funciones trigonométricas de cualquier angulo, no sélo
para los angulos agudos. Por supuesto que usando un circulo unitario no se
evitan las fracciones, pero en la actualidad es facil trabajar con las fracciones
decimales.

Las cuerdas de Ptolomeo

Se puede establecer la relacién entre el valor del seno de un angulo y el de la
cuerda que utilizd6 Ptolomeo en la antigiedad. En primera instancia se
establecerd la relacidon en un circulo unitario.

Sea a un angulo central en el circulo unitario.
Sea QR la cuerda que abarca. Se traza OP
bisectriz del dngulo ¢, luego, £POQ = (3). Por sen(;)
ser isosceles el tridangulo, OP es mediatriz
(Actividad 18, 2). Sea Q' la interseccién de OP
con QR. Luego, Q' es punto medio de QR y es
la proyeccion de Q sobre OP. Por tanto, QQ’ =
sen(%). Se tiene entonces que:

crd =2 sen(g).

Figura 2.32

Para establecer la relacidn entre el valor de la cuerda subtendida por un angulo
central en un circulo de radio 60, con el valor de la funcion seno, hay que
multiplicar el lado derecho de la igualdad por 60. Las figuras en un circulo de
radio 60, son semejantes a las trazadas en el circulo de radio unitario, con
constante de proporcionalidad 60. Por tanto:

crd a = 120 sen(g), o bien % = sen (g)

Ptolomeo calculd inicialmente las cuerdas de los angulos de 369, 60° y 72°
utilizando la longitud de los lados de un hexagono regular, un pentagono regular
y un decagono regular (Kline; 1972), por lo que antes de entrar a su trabajo
veremos algunas propiedades de estos poligonos.

Hexagono

Teorema 2.6.1. El lado de un hexagono regular es igual al radio del circulo
circunscrito.
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Sea ABCDEF un hexagono regular, por
tanto, AB=BC=CD =DE=EF=FAYy
sus angulos interiores son iguales. Mas

A , . . L.
B aun, el hexagono regular es inscriptible
(Actividad 25, 3).
Sea O el centro de la circunferencia que

o} F pasa por sus Vvértices y tracemos los
radios a los vértices del triangulo y
consideremos los triangulos formados. En
la figura se han sombreado dos de ellos:

D — — E

A OAB y A OBC. Se tiene entonces que: A
OAB = A OBC, ya que, OA = OBy OB =
OC, por ser radios y AB = BC, por
hipotesis.

Figura 2.33

De manera analoga se puede establecer que cualquiera de los tridngulos con un
vértice en O, el centro del circulo, y cuyos lados son dos radios y un lado del
hexagono es congruente e isosceles. Por tanto, los angulos en el vértice O de
estos triangulos, son cada uno igual a 60°, son iguales y suman 360°. Por otro
lado, ya que los tridngulos son isdsceles, los dngulos adyacentes a los lados del
hexagono son iguales y suman 120°, por tanto, cada uno de ellos es igual a 60°
y los tridngulos son equilateros, como queriamos demostrar.

Corolario 1: Los angulos interiores de un hexagono regular son de 120°.

Corolario 2: Dado un circulo con radio r, puede construirse un hexagono regular
seleccionando un punto A cualquiera sobre el circulo y trazando un didmetro que
pasa por A, sea D el otro extremo del diametro. Con centro en A y radio AO se
traza una circunferencia que corta a la circunferencia original en B y F. Con
centro en D y radio DO se traza otra circunferencia que corta el circulo original
en Cy E. El hexdagono ABCDEF es el buscado.

Figura 2.34
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Ahora se veran algunas propiedades del pentagono, el hexagono y el decagono
gue estan relacionadas con la razén aurea. En primera instancia se vera la
definicién y algunas propiedades de la razén aurea o numero aureo.

Razoén aurea
La definicion 3 del Libro Sexto de los Elementos de Euclides propone:

"Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y media razén cuando la
recta entera es al segmento mayor como el segmento mayor es al segmento
menor”,

>9
me

—o
a B

Figura 2.35

b b
Esto se puede expresar como % =2 donde a < b.

Definicion 2.6.1 Dadas dos cantidades a y b tal que a < b, se dice que estan en
la proporcion aurea si aTJ’b = Z = ¢. El numero ¢ es citado de muchas formas: el

numero aureo, dorado o de oro, razén dorada o durea, media durea, proporcion
aurea o divina proporcion, entre ellas.

De la definicién de la proporcidn aurea se tiene que,

atb

b a b
== =D =
a

241 =2

Ya que ¢=§, se tiene que ¢=%+1 =>¢—1=i=>¢2—¢—1=0,

1++/5
—Z‘F. Tomamos el valor

resolviendo la ecuacidn cuadratica se tiene que ¢ =

iy ’ . b ’
positivo de ¢ y es al que llamamos el numero de oro y decimos que- estan en
la razén durea. Ademas, se tiene que ¢? = ¢ + 1.

Aun cuando varios autores relacionan al nimero aureo con las dimensiones de
estelas babildnicas, de algunos edificios como el Partendén y la Gran piramide de
Giza (Keops), asi como con varias obras de arte, en realidad no se tiene certeza
sobre la aplicacion de esta proporcidén fue un acto consciente o mera intuicion.

’ ’ oy .y . . . F,
El numero aureo esta ligado con la sucesion de Fibonacci, ya que lim =22 = ¢,
n—ooo I'n
donde E, es el n-ésimo término de esta sucesion.
Pentagono y razén aurea

Teorema 2.6.2 La diagonal y el lado de un pentagono regular estan en la razén
aurea.

Demostracion:
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Sea ABCDE un pentagono regular.

Ya que el pentagono es regular todos sus lados
son iguales. Llamemos x a su lado.

Asimismo, todos sus angulos interiores son
iguales, por tanto, cada uno de los angulos
interiores es igual a 108°.

Sea d una de las diagonales. Demostraremos
que todas las diagonales del pentadgono son
iguales. Consideremos los tridngulos AED y
EDC, cada uno de ellos es isosceles con dos
lados iguales a x y el angulo comprendido
entre ellos de 108°.

Figura 2.36

Por tanto, los tridngulos son congruentes y su tercer lado, que en cada tridngulo
es una diagonal, es igual. Ya que todos los tridngulos conformados por dos lados
del pentdgono y una diagonal son congruentes (LAL), todas las diagonales son
iguales. Ademas, ya que todos estos tridngulos son isdsceles, los otros dos
angulos son de 36° cada uno.

Ahora bien, ya que el pentagono es regular, es
inscriptible, consideremos el cuadrilatero ABCE.
Es un cuadrildtero inscriptible, por tanto,
aplicando el teorema de Ptolomeo se tiene que

2
24+ xd=d? = d?—xd— x2=0 =L _%4_ 1=
x2 x
0.

Resolviendo la ecuacion cuadratica se tiene que:

d_ 1++5

X 2

Figura 2.37

Ahora bien, ya se demostro el teorema, pero analizando la figura 2.38 se tiene
que el AAED es un triangulo con angulos 108°, 36° y 36° y tal que sus lados d
y x estan en la razén aurea. Decimos entonces que es un triangulo aureo. Ya
que cualquier tridngulo cuyos angulos son de 108°, 36° y 36° es semejante a
este triangulo, sus lados estan también en la razén aurea y se le llama un
triangulo aureo mayor.
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Ahora bien, si se considera el punto H, la
interseccién de las dos diagonales, se
tiene que AAEH tiene un angulo igual a
108°- 36° = 72° y tiene otro angulo igual
a 36°; por tanto, su otro angulo es de
72°, es isésceles y entonces AH = x.

Ademads, el AEHD también tiene sus
angulos de 108°, 36° y 36°.

Por tanto, EH = d -x y el tridngulo es
semejante al AAED, ya que sus angulos
son iguales, de donde sus lados también
estan en la razén aurea y se tiene que

X _ s, Figura 2.38

d—x

Volviendo al AAEH, por el resultado anterior, sus lados x y d-x estan también en
la razén aurea.

Asi, cualquier triangulo cuyos angulos son de 369, 720 y 720 es semejante a
este triangulo y sus lados estan también en la razon aurea. A estos triangulos
se les llama triangulos aureos menores.

Corolario 1: Los lados de cualquier tridngulo cuyos angulos son de 1089, 36° y
360 estan en la razén aurea.

Corolario 2: Los lados de cualquier tridngulo cuyos angulos son de 369, 720 y
720 estan en la razén aurea.

Definiciéon 2.6.2 Un triangulo se llama dureo mayor, si sus angulos son de 1089,
369 y 360.

Definiciéon 2.6.3 Un triangulo se llama dureo menor, si sus angulos son de 369,
720 y 720,

Pentagono, hexagono, decagono y la razén aurea

El siguiente teorema que se vera es equivalente a la proposicion 9 del libro XIII
de Euclides: “Si se unen el lado de un hexagono y el de un decagono inscritos
en el mismo circulo, la recta entera queda cortada en extrema y media razén, y
su segmento mayor es el lado del hexagono”.

Esta proposicion junto con la proposicion 10 del mismo libro, que veremos en el
Teorema 2.6.4, nos indican cdmo dado un circulo se pueden construir el lado del
pentagono y el decagono inscrito en el mismo. Posteriormente podremos calcular
las cuerdas de los angulos de 36°, 60° y 720,

Teorema 2.6.3 El lado de un hexagono y de un decagono regulares e inscritos
en la misma circunferencia, estan en la razon aurea.
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Demostracion:

Sea ABCDEFGHIJ un decagono regular inscrito
en una circunferencia con centro en O y radio
ry sea AB uno de sus lados.

El tridngulo OAB es isosceles, por ser OA y OB
radios de la circunferencia. El angulo g,
opuesto al lado AB, es de 36°; por lo tanto,
cada uno de los otros dos angulos es de 72°.
Esto es, el triangulo OAB es un tridngulo dureo
menor y por tanto sus lados estan en la razén
aurea:

T

5= ¢ Figura 2.39

Pero si llamamos x al lado del hexagono inscrito en la misma circunferencia, se
tiene que x = r, teorema 2.6.1. Esto es, el lado del hexagono y el decagono
estan en la razén aurea

Teorema 2.6.4 Dado un pentagono regular inscrito en una circunferencia, el
cuadrado de su lado es igual a la suma de los cuadrados de los lados de un
hexagono y un decagono regulares e inscritos en la misma circunferencia.

Sea ABCDE un pentagono regular
inscrito en la circunferencia F. Sea
O su centro. Se trazan OA y OB.

Sea OH la perpendicular al lado AB
del pentdgono desde O y sea K la
interseccion de OH con la
circunferencia.

Se trazan los segmentos KA y KB.
Sea OL perpendicular a AK, sean
Ny M las intersecciones de OL con
AB y el arco AK respectivamente.

LAOB = 72°, por ser AB lado de
un pentagono regular. Ya que
AABO es isosceles, sus angulos
Figura 2.40 son de 54°, 54°y 72°

Ademas, AH = HB y AK = KB ya que OH perpendicular a AB (Actividad 22, 2).
Por tanto, ZAOK = £KOB = 36° y AK y KB son lados del decagono regular inscrito.

Pero también se tiene que ON es perpendicular a AK, por tanto, biseca al s A0K,
a la cuerda AK, al arco AK y se tiene que 5 KON = 4 NOA = 18°. Por tanto, se tiene
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que en el AOBN sus angulos son de 54°, 54° y 72°, el triangulo es isésceles y los
lados iguales son NB y NO. Ya que los angulos del AABO también son de 54°,
54° y 72°, los dos tridngulos son semejantes y se tiene que:

48~ 29 o ABXBN= B0O% ..(1)
BO BN

Ahora se demostrara que AABK =~ABFA.

Para poder analizar adecuadamente la figura, se ha ampliado la parte de la figura
2.40 que se va a utilizar.

En primera instancia es conveniente recordar que los angulos interiores de un
decagono regular son 144°,

El tridangulo ABK es isOsceles, por tanto,
sus otros dos angulos son iguales a 18°
cada uno. Ademads, ya que ON es
mediatriz de AK, se tiene que NK = NA
y el tridngulo es isésceles con un dngulo
de 18°, por tanto, los otros dos angulos
son 18° y 144°, respectivamente. Los
triangulos ABK y BOA son equiangulos
y por tanto semejantes. De donde:

‘o %: % = AB xNA = AK%. ..(2)

Figura 2.41

De (1) y (2) se tiene que AB (BN + NA) = AK? + B0O? = AB? = AK? + B0?, con AB
lado del pentagono, BO del hexagono y AK del decagono, como se queria
demostrar.

La propiedad que se acaba de demostrar es la proposicién 10 del Libro XIII de
Euclides. La demostracion que se dio es diferente a la de Euclides, ya que se
usaron los valores de los angulos y no la comparacidn entre los arcos de
circunferencia, como lo hizo Euclides.

Calculo de cuerdas
Dado un circulo de radio 60, calcular la cuerda del angulo de 120°.

Para calcular la cuerda del angulo de 1209, Ptolomeo utilizé un tridngulo
equilatero inscrito en el circulo de radio 60, ademas del hecho de que el cuadrado
de su lado es igual al triple del cuadrado del radio del circulo, que es la
proposicidon 12 del libro XIII de los Elementos de Euclides.
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Primero se demostrara esta U(ltima
proposicién. Sea ABC un tridangulo
equildtero. Sea E el circuncirculo del
tridngulo. Sea O el centro de E. Por ser
equilatero el tridangulo ABC, el radio CO es
la mediatriz de AB, ya que tanto C como O
estdn ésta. Sea L la interseccion del
didmetro por C con la recta AB y H la
interseccidn de este diametro con el circulo
E. Por ser CL mediatriz de AB, L es punto
medio AB y si x es la magnitud del lado del

C
Figura 2.42

.z . X
triangulo, entonces la longitud de LB es pr
Ademas, CL es bisectriz del «BCA,

Se trazan los radios por Ay B, entonces, 4COB = 4£BOA = 4A0C = 120°. Se traza
la recta BH. Se tiene entonces que, 4HBA = 4HCA = 309, por ser inscritos, que
abarcan el mismo arco y ser CH bisectriz del 4BCA. Ademas, BO es mediatriz del
segmento AC y por tanto bisectriz del £4BC.

Por tanto, 4HBA = 4ABO = 30° y ya que HL es perpendicular a AB, se tiene que
AHBL = AOBL, por tener sus tres angulos iguales y un lado comun. Por tanto,

HB =0B =ryHL =1L0 = g Si se aplica el teorema de Pitagoras al triangulo
OBL o al tridngulo HBL, se tiene que (g)2 + (g)2 = 1?2, luego xzz + é = r?, de
donde x? = 3r?. Por tanto, el valor de la cuerda del angulo central de 120°, en
el circulo de radio 60, es igual a /3 (60)2 = 103.92304845.

Dado un circulo de radio 60, calcular la cuerda del angulo de 90°.

Para calcular la cuerda del angulo de 90°,
Ptolomeo utilizé un cuadrado inscrito en un circulo
del mismo radio. En un cuadrado las diagonales
son iguales, se bisecan y son perpendiculares; por
lo que, en un cuadrado inscrito en un circulo, el
punto de interseccion de sus diagonales es el
centro del circulo. Por tanto, se tiene un triangulo
rectangulo con catetos de longitud 60 e
hipotenusa igual a 84.85272727, que es la cuerda
de un angulo central de 90°, en un circulo de
radio 60. Figura 2.43

Dado un circulo de radio 60, calcular la cuerda de los dngulos de 36°, 60° y 720,

El calculo es el realizado por Ptolomeo.

100



Sea un circulo con centro en O y radio OC = 60,
B sea A el otro extremo del didmetro por C, sea E
el punto medio de OC, sea el punto B la
interseccion del circulo con la perpendicular a la
recta AC por O y sea F tal que estd en el
didmetro AC y EF = BE.

BO es igual al lado del hexagono por el teorema
2.6.1. Por otro lado, BE = v30%2+ 60%=
J4,500 = 30V5. Ademds CF = FE+EC =

CF _

305+ 30=30(V5+ 1), de donde = =
Figura 2.44 30(Vs+1) _ V5+1 _ é.
60 2
Se tiene entonces que, OF es igual al lado del decagono regular inscrito, BF es
igual al lado del pentdgono regular inscrito y BO es igual al lado del hexagono
regular inscrito. Entonces:

crd 602 = OB = 60 (radio del circulo),

crd36° = FO = FE - OE = BE - 30 =,/(B0)? + (OE)? — 30 = /3,600 + 900 — 30 =

37.08203932,

crd 72¢

BF = ,/(F0)2 + (0B)?

J1,375.07764013 + 3,600 =4/4,975.07764013 =
= 70.53423027'2,

Conociendo los valores de las cuerdas para los angulos ya encontrados,
Ptolomeo encontré las longitudes de las cuerdas de otros angulos usando que el
angulo inscrito en una circunferencia que abarca un didmetro es de 90°.

Dado un circulo de radio 60, calcular las cuerdas de los angulos de 1449, 1089°.

Sea C un circulo de radio 60, AB un diametro
y £AOA’' = a = 36°. Se traza la cuerda A'B,
entonces £A'OB = = 1449, El LAA'B = 9009,
ya que abarca un diametro y por tanto,

(AA? + (A'B)? = (AB)? = (120)? = 14,400,
(A'B)? = 14,400 — (37.08203932)2,
(A'B)? = 114.12694445. Figura 2.45

En la misma forma calculd el valor para la cuerda de 1089, a partir del valor de
la cuerda de 720.

12 ptolomeo realizé estos cdlculos en sistema sexagesimal, pero para facilitar la comprension de
las ideas geométricas se utiliza la notacién decimal en este texto.
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La relacion establecida para realizar estos calculos es equivalente a la igualdad
(sen a)? + (cos «)? = 1. De acuerdo con lo realizado por Ptolomeo, si AA’ es la
cuerda subtendida por un angulo o menor a 180° y A’B la cuerda subtendida por

el angulo suplementario, 180° - ¢,
(AA")% + (A'B)? = (120)2.

De la relacion crd o = 120 sen(g), se tiene,
[120 sen($)]? + [120 sen(—=—9)]* = (120)?,
de donde,
[sen(%)]2 + [sen(90°—§)]2 =1,
pero, % es un angulo menor que 90°, por tanto sen(90° —;a) = cos g, por tanto,

[sen(g)]2 + [COS(%X)]Z = 1.

En la tabla siguiente se resumen los resultados hasta ahora revisados, en ella se

presentan los valores calculados por Ptolomeoi2® para las cuerdas subtendidas
s , a

por un angulo central o, y se comparan con el valor del seno del angulo > Se

puede observar la precision con la que fueron calculados estos valores.

Angulo | Cuerda calculada C:()et;dc?éel‘ln Crda Angulo & sen % 15

a por Ptolomeo4 decimal 120 2 2
36° 37 4' 55" 37.08194445 0.30901620 18¢ 0.30901699
60° 60 60 0.5 300 0.5
720 70 32’ 3” 70.53416666 0.58778472 36° 0.58778525
90° 84 51’ 10” 84.85277777 0.70710648 450 0.70710678
108° 97 4' 56" 97.08222222 0.80901851 540 0.80901699
12009 103 | 55’ 23" 103.92305554 | 0.86602546 60° 0.86602540
1440 114 7’ 37" 114.12694443 | 0.95105787 720 0.95105651

Tabla 2.1

Para deducir el valor de las cuerdas de otros angulos, encontré una forma de
calcular la cuerda subtendida por la diferencia de dos angulos, utilizando como
lema el resultado ahora conocido como Teorema de Ptolomeo.

13 http://cerebro.xu.edu/math/math147/02f/ptolomy/ptolomytext.html.

14 | os numeros estan en el sistema sexagesimal que se utilizaba en la época de Ptolomeo. El
ndmero que aparece en el primer renglén denota a 37+ 4/60 + 55/(60)2 en el sistema decimal.
15 Determinado con calculadora cientifica.
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BC

A\

Figura 2.46

D

Se considera un cuadriladtero ciclico
ABCD, en el que uno de sus lados es un
didmetro, AD en el caso de la figura
2.46. Dados los angulos a y f, inscritos
en la circunferencia, que subtienden las
cuerdas AC y AB respectivamente, se
requiere calcular el valor de la cuerda
BC subtendida por el angulo (a - f).

Los tridngulos ACD y ABD son
rectangulos, por tanto:

CD = ,/(AD)% — (AC)?,

BD = ,/(AD)2 — (AB)2

Por el teorema de Ptolomeo,
(AD) (BC) + (AB) (CD) = (AC) (BD),

por lo tanto,

o _ AOBD)- (UB)(CD) _ (4Q) Jun'—uan

AD

— (AB),/ (4D)*- (AC)?
I

2
AD

pero AD = 120, por ser diametro de la circunferencia, luego,

(AC) / (120)%*- (4B)*— (AB)+/ (120)%— (4C)?

BC

120

La cuerda BC puede calcularse a partir de las cuerdas AB y AC.

Ahora, los angulos que se consideran son inscritos,

pero su relacién con los angulos centrales es clara.
El dngulo central que subtiende la cuerda AC es
2a, el angulo central que subtiende la cuerda AB
es 2y el que subtiende la cuerda BCes 2a - 24 =

2(a - f).

En esta forma, Ptolomeo calculd las cuerdas de
angulos que son diferencia de dos angulos, por
ejemplo, de 180 = 900 - 720, 120 = 720 - 60°. En
forma analoga encontré la forma de calcular
cuerdas de dngulos que son suma de angulos. Figura 2.47

Para calcular la cuerda correspondiente a la suma de dos angulos y la mitad de
un angulo, utilizd métodos analogos y con ellos, y los métodos ya vistos, podia
calcular cuerdas de angulos con intervalos de 34 de grado. A través de la
interpolacion los calculdé con intervalos de %2 grado.
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Aproximadamente dos siglos después de la época de Ptolomeo, en India se
desarrolld el concepto de seno de un angulo como “media cuerda”. Asimismo, el
concepto de coseno se desarrollé6 como una forma de computar el seno de
angulos complementarios. Las otras funciones trigonométricas aparecieron
siglos después, primero la tangente y cotangente y posteriormente la secante y
cosecante. A través de traducciones arabes de los trabajos griegos e hindues,
estos conceptos penetraron en Europa. El primer trabajo europeo importante en
esta materia, De triangulis omnimodis, fue escrito en el siglo XV por el
matematico y astrénomo aleman Johann Miiller, conocido como Regiomontano
(Maor, 1998).

Es interesante hacer notar que de la antigiiedad al siglo XVI, la trigonometria
fue desarrollada fundamentalmente por astrénomos y que fue hasta ese siglo,
con el trabajo del matematico Francois Viete, que la trigonometria inicia su
camino hacia su caracter analitico moderno, al incorporar el lenguaje algebraico
a la trigonometria y finalmente con los trabajos de Newton y Euler, con la
utilizacidon de las series de potencias, la trigonometria cambia su caracter de
estudio de longitudes de segmentos relacionados con un circulo, al de estudio
de relaciones funcionales.

Actividad 30

1. Construya geométricamente el numero a&ureo. Hint: Puede utilizar un
triangulo rectangulo.

2. Dado un segmento AB, encuentre un punto C tal que divida al segmento AB
en la razon aurea.

3. Dado un segmento a, construya el segmento b, tal que %z ¢.

4. Se llama rectangulo aureo a aquel cuyos lados estan en la razon aurea.
Construye un rectangulo aureo a partir de un segmento de longitud 1.

5. Demuestre que

-1
a. ¢-1=-.
b. ¢n — ¢n—1+ ¢n—2.
Actividad 31

1. Utilizando los resultados de los teoremas 2.6.1 a 2.6.4, dado un circulo de
radio r, construye:

a. Un pentagono inscrito en el circulo.

b. Un decagono inscrito en el circulo.

104



Actividad 32
1. Utilice un cuadrilatero inscrito en el que una de sus diagonales es un diametro
para demostrar:
Sen (a + pB) = (sen o) (cos p) + (sen p) (cos «).

2. Sea BC un arco en un circulo con diametro AC y sea D un punto en el arco
BC, tal que D biseca al arco BC. Dado el valor de la cuerda BC:

a) Encuentre el valor de la cuerda DC.

b) Demuestre que Ila  expresion
obtenida para encontrar este valor
es equivalente a:

sen (% a)? = % (1 - cosa).

Sugerencia: Trace por D la
perpendicular a AC y trace E en AC tal
que EF = FC.

Figura 2.48

3. Utilizando los resultados de este capitulo y los valores de las cuerdas en el
cuadro resumen, calcula el valor de las cuerdas de los siguientes angulos:
66°, 48°, 24°, 18° y 6°.

2.7 Apéndice de trigonometria

a) Seno y coseno de un angulo positivo

Sea C una circunferencia de radio 1. Sea « un angulo positivo. Se traza una
semirrecta que forme un angulo a con la semirrecta horizontal que esta en el
semiplano derecho que determina la vertical. Sea Q la interseccién de esta
semirrecta con el circulo. Se consideran las proyecciones del punto Q sobre las
rectas horizontal y vertical. Se llama Q' y Q" a estos puntos respectivamente,
tal y como se indica en las figuras siguientes.

Qu ............. Q Q Q"
sen a sen.a a
a i Y Q N
(¢} Ccos a ‘ Q' Q' cos a|O :cOS O
sena
Q Q
Figura A.1 Figura A.2 Figura A3 Figura A.4

105



Se define el sen « como la magnitud del segmento con sentido entre el centro
del circulo y la proyeccion del punto Q sobre la recta vertical, OQ” en las figuras
A.1,A.2, A3y A.4.

Se define el cos @ como la magnitud del segmento con sentido entre el centro
del circulo y la proyeccion del punto Q sobre la recta horizontal, OQ’ en las
mismas figuras.

b) Si a es un angulo positivo, entonces se tiene:

sen a =sen (a+ 360°); en radianes, sen ¢« = sen (a + 27),
cos a = cos (a+ 360°); en radianes, cos a = cos (a+ 2n),
(sen a)’ + (cos a)’ = 1; también se escribe como sen’a +cos’a = 1.

c) Si a es un angulo positivo, se tiene entonces que:
sen (-a) = -sen a y cos (-a )= cos «.
d) Si ay pson dos angulos positivos, tales que o +p = 180° (a + = x), entonces:
sen (p) =sen (a), y cos (f)= -cos (o).

e) Si a es un angulo positivo, tal que 0° < a < 900°:

e sen (180° + a) = -sen (a),

e cos (180° + a) = -cos (a),

e sen (360° - o) = sen (-a) = -sen (a),

e (0s (360° - a) = cos (-a) = cos (a).

f) Las gréficas de sen y cos:

+ n t
/4 T, 3mld

seno
a4 coseno

Figura A5
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g) Para construir la grafica del seno en el intervalo [-27, 0], basta recordar que
sen (-a) = - sen a; esto es, la grafica del seno en este intervalo es simétrica,

con respecto al origen, a la grafica en el intervalo [0, 2 7].

En la figura A.6, aparece la grafica del seno para el intervalo [-27, 27].

Figura A.6

Para construir la grafica del coseno en el intervalo [-27, 0], basta recordar ahora,
que cos (-a) = cos «a; esto es, la grafica del coseno en este intervalo es simétrica,

con respecto al eje X, a la grafica en el intervalo [0, 27].

En la figura A.7, aparece la grafica del coseno para el intervalo [-27, 27].

2__

NS
-2n 3%2\11 /ufz TJ}\T /ﬁfz

a1

21

Figura A.7

En la figura A.8, se tienen las graficas de las dos funciones, seno y coseno, para

el intervalo [-27, 21].

syeno

coseno

Figura A.8
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h) Teorema A.1 (Ley de los Senos)

Si a, By y son los angulos interiores de un triangulo ABC, se tiene entonces
que:

BC _  AC _  AB
sena sen B seny’
Demostracion:
Dado el AABC, se analizara primero el caso en C
que todos los angulos del triangulo sean agudos.
Se traza una de las alturas, CD en el caso de la N

figura A.9. Se tiene que AACD y ABCD son
rectangulos, por tanto:

cD cD
sena= —, senff = —,

AC BC q B

de donde, CD = AC sen a; CD = BC sen S,
A D B
tanto BC - &
Yy por ! - '
sena sen p Figura A.9
) AC AB -
Para demostrar la igualdad = , se traza la altura por el véertice Ay se
senf seny

procede de manera analoga.

En el caso en que alguno de los angulos del AABC
sea obtuso, sin perder generalidad se puede
suponer que es f. Se traza la altura CD, figura

A.10. Se tiene que AACD y ABCD son rectangulos
y por tanto:
_ (D, o_py= &P
sena = ——; sen (180° = pB) o
de donde,
CD = AC sen a; CD = BC sen (180°- p).
Figura A.10 Pero, sen f = sen (180° - ), y por tanto
BC _  AC
sena  senf’

Para demostrar la igualdad , se procede como en el caso anterior.

sen 8 - seny
i)Teorema A.2 (Ley de los Cosenos)

Sia, By y son los angulos interiores de un triangulo ABC, entonces se satisfacen
las siguientes ecuaciones:

(BC)? =(AB)? + (AC)? - 2(AB)(AC) cos a,
(AC)? =(AB)? + (BC)? - 2(AB)(BC) cos ,
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(AB)? =(AC)? + (BC)? - 2(AC)(BC) cos 7.
Demostracion:

Se analizard primero el caso de que todos los
angulos del AABC sean agudos. De acuerdo
con los resultados de la Actividad 8, 2 en todo N
triangulo, el cuadrado de un lado opuesto a un
angulo agudo es igual a la suma de los

cuadrados de los otros dos menos el doble a B
producto de uno de ellos por la proyeccion del A D B
otro sobre él. Se traza una de las alturas, CD

en el caso de la figura A.11. Figura A.11

Se tiene entonces que:

(BC)?= (AB)? + (AC)? - 2(AB) (AD),
ya que, AD es la proyeccion de AC sobre AB.
El AACD es rectangulo, por tanto:

AD
cosa = —,
AC
de donde,
AD = AC cos «;
por tanto,

(BC)? = (AB)? + (AC)? - 2(AB) (AC) cos a, como se queria demostrar.

La demostracion de las otras dos igualdades, para este caso, se puede obtener
renombrando los vértices y los angulos.

En el caso de que alguno de los angulos del AABC sea obtuso, de acuerdo con
los resultados de la Actividad 8, 2, el cuadrado del lado opuesto a un angulo
obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos mas el doble producto
de uno de ellos por la proyeccion del otro sobre él.

Se puede suponer que «a es el angulo obtuso. Se traza la altura por el punto C.
Sea D, el pie de la altura (figura A.12).

Se tiene entonces que:
(BC)?= (AB)? + (AC)? + 2(AB) (AD),
ya que, AD es la proyeccion de AC sobre AB.
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El AACD es rectangulo, por tanto:

o_o) = 4P
cos (180° — a) = o
de donde, AD = AC cos (180° — a).

Pero se tiene que,

cos (180° — a) = — cos a.

Luego, AD = - AC cos (a).

Figura A.12

Por tanto:

(BC)? = (AB)? + (AC)? + 2(AB) (-AC cos ),

(BC)? = (AB)? + (AC)? - 2(AB) (AC) cos «,
como se queria demostrar.

j) En los casos siguientes, supdngase que se tiene y
un AABC, con angulos interiores a, f y y, opuestos
a los lados BC, AC y AB, respectivamente, como lo
indica la figura A.13. Aun cuando la figura no lo
indica, alguno de los angulos puede ser obtuso. A d LN

Figura A.13
i) Sean AC = 5, = 70° y #=30°. Encuentre la magnitud del otro angulo
y los otros dos lados.

Ya que la suma de los angulos interiores de un tridngulo es igual a
180°, y= (180°- (30°+70°)) = 800°.

Por la ley de los senos:

5 _ BC _  AB
sen30°  sen70°  sen80° '
_ 5sen70° _ 5sen80°
BC = sen 30°’ AB = sen 30° /
_5(0.939692) _5(0.984807)
BC = 0.5 ! AB = 0.5 !
BC = 9.39692. AB = 9.84807.

ii) Sean AC = 5, AB = 7y = 30°. Encuentre la magnitud del otro lado y
los otros dos angulos.

Por la ley de los cosenos:

(BC)2 =(AB)? + (AC)? - 2(AB)(AC) cos q,
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(BC)? = (7)? + (5)2 - 2(7) (5) (0.866025),
(BC)? = 13.37825,
BC = 3.657629.

iiif)Sean AC = 15, AB = 23 y = 30°. Encuentre la magnitud del otro lado
y los otros dos angulos.

En este caso no es aplicable la ley de los cosenos, ya que el angulo que

se conoce no es el opuesto al lado que se busca. Si se aplica la ley de
los senos se tiene:

15 BC 23

sen 30° sena seny '
luego,
15 sen y= 23 (sen 309),
de donde, sen y= 0.76667.
Entonces, y =509, pero ya que sen (180°-500) = sen (509°), » =1300°,

satisface también la ecuacion. En el caso que y =509, se tiene que a =

100° y en el caso de que y»» = 130°, se tiene a2 = 20°. Ahora, de la
igualdad,

BC = 23 sen a,
seny

se obtienen dos valores para la magnitud de BC,

BC = 29.5682 y (BC)? = 10.2689.

iv) Sean Py Q dos objetos inaccesibles, pero visibles desde A y B. Calcule

la distancia entre Py Q, si se tiene o = 44.589, = 38.370, y=43.720,
0 =42.92° y AB = 452, figura A.14.

P Q Se considera el tridangulo PAB, dos de sus
' angulos son a+f y o, por tanto, 2APB
=54.1309, Por la Ley de los Senos,

PA . PB . 452
sen(42.92°)  sen(82.95°)  sen(54.13°) '

por tanto,

Figura A_14

452 (sen 42.92°) _ 452 (0.680976)
"~ sen(54.13°)  0.810348

PA

= 379.84
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452 (sen 82.95°) 452 (0.992439)

= 553.57
sen (54.13°) 0.810348

PB =

Se considera el tridangulo QAB, dos de sus angulos son a y &+ y, por
tanto, LAQB =48.789. Se aplica nuevamente la Ley de los Senos y se
obtiene QA = 599.88 y QB = 421.79.

La longitud PQ se puede calcular aplicando la Ley de los Cosenos ya
sea al APQA o al APQB, de los cuales se conocen dos de sus lados y el
angulo opuesto al lado que no se conoce. Si se calcula en el APQA,

(PQ)? = (PA)? + (QA)? - 2(PA)(QA) cos

(PQ)? = (379.84)2 + (599.88)2 - 2(379.84) (599.88)(0.784018)
(PQ)? = 144,278.43 + 359,856.01 - 357,290.20 = 146,844.24
PQ = 383.20.

v) Calcule el area de un tridangulo en funcién de sus lados y sus
angulos.

Se realizara el calculo para el caso de un tridangulo acutangulo y los
otros casos, rectangulo y obtusangulo, se dejan como ejercicio.

Sea AABC un tridngulo acutangulo.
Para calcular el area del triangulo se c
traza por uno de sus vértices una
altura, C y hy, en el caso de la figura
A.15. Luego, si K es el area del
triangulo:

AB)h
o _ (aBny
2

Pero, h1 = (AC) sen «a, entonces,

K = (AB)(AC)sen a Figura A_15
= . .
De manera analoga se puede demostrar que,
(AB)(BC)sen 8 (AC)(BC)seny
K = > y K= > .

k) Teorema de la Bisectriz generalizada

Sea ABC cualquier triangulo y CL una recta cualquiera que pasa por el vértice C.
Sean a; y a» los angulos determinados por AL con AC y BC respectivamente.
Demuestre que:
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AL _ ACsenaq
LB BC sen ay

Demostracion:

Si se aplica la Ley de los Senos a los
triangulos ALC y LBC se tiene:

AL AC LB BC

sena, sen§' sena,  sen (180-6)

Despejando AL y LB de estas
ecuaciones,

Figura A_16 AL = ACsenay = M_
sené ' sen (180°- &)

AL AC sena
Pero, sen & = sen (1800 - &), de donde, — = ——,
LB BC sen a5,

Actividad 33

1. Sea ABC un tridngulo y P un punto sobre el lado AB, demuestre que:
(AB) (CP)? + (AP)(PB)(AB) = (AP) (BC)? + (PB)(AC)?
Este resultado se conoce como el Teorema de Stewart.
2. Dado un triangulo ABC, calcule la longitud de sus medianas.
3. Dado un triangulo ABC, calcule la longitud de sus bisectrices.

4. Sean Py Q dos objetos inaccesibles, pero visibles desde A y B, como en la
figura A.14. Calcule la distancia entre P y Q, si se tiene que a = 48.589, f =
41.879, y=54.720, 6 = 42.78% y AB = 256.

5. Sea AABC, con angulos interiores «, B y v, opuestos a los lados BC, AC y AB,

respectivamente. Sea r el radio del circuncirculo del AABC. Demuestre que
BC AC AB
= = = 27"_
sena sen seny

6. Demuestre que si AABC es isdsceles y P un punto cualquiera en la base BC
del triangulo, entonces AABP y AACP tienen circuncirculos con radios iguales.
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UNIDAD TRES

Introduccion a la Geometria Moderna

3.1. Segmentos dirigidos

3.2 Razdn en que un punto divide a un segmento
3.3 Puntos al infinito

3.4 Puntos armonicos

3.5 Angulos dirigidos

3.6 Rectas armonicas

3.7 Homotecia

3.8 Circunferencias homotéticas

JFiguras homotéticas
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3.1.Segmentos dirigidos

Dados dos puntos distintos A y B, hasta ahora, cuando se ha hablado del
segmento AB, se ha considerado Unicamente su longitud. En adelante, se
considerara no solamente su longitud sino también su sentido. De esta forma se
denominara como segmento dirigido AB al que se extiende de A hacia B y como
segmento dirigido BA al que se extiende de B hacia A.

AB Los segmentos AB y BA son iguales en
B BA maghnitud, pero opuestos en sentido, lo cual se
A B expresara en la forma algebraica siguiente:

Ei AB = -BA, o bien como AB + BA = 0.
igura 3.1
Esta identidad es independiente del sentido que se considere positivo en la recta.
Teorema 3.1.1 Si A, B y C son tres puntos colineales, entonces:

AB +BC+ CA =0,
para cualquier orden de los puntos A, B y C.
Demostracion:

Primero se demostrara que AB + BC = AC:

a) Si By C estan en semirrectas diferentes determinadas por el punto A,
esto es A esta en medio de B y C se tiene que AB y AC tienen sentidos
opuestos y que AC y BC tienen el mismo sentido

Figura 3.2

por lo tanto, AB + BC = -BA + BC = AC. Independientemente de la
semirrecta en que estan By C, la demostracidn es la misma, siempre
y cuando A esté en medio.

b) Si By C estadn en la misma semirrecta determinada por el punto A, y
C esta en medio de AB se tiene que AB y AC tienen el mismo sentido
y que AC y BC tienen sentido opuesto.
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@
T

Figura 3.3

por lo tanto, AB + BC = AB - CB = AC. La demostracién es analoga para
el caso en que B estd en medio de Ay C.

Observe que en el caso de que no se estén considerando los segmentos dirigidos
la férmula AB + BC = AC soélo es valida cuando B estd en medio de A y C. Pero
si se consideran los segmentos dirigidos, en todos los casos AB + BC = AC y por
tanto, AB+ BC+ CA=AC+ CA =0.

Otra propiedad que hay que hacer notar, cuando se habla de segmentos dirigidos
es que si AB = AC, entonces B = C, lo que no sucede si no hablamos de
segmentos dirigidos.

Teorema 3.1.2 Si A, B, C y D son cuatro puntos colineales, entonces:
AB - CD + AC - DB + AD - BC = 0.

A esta identidad se le conoce como Teorema de Euler.

Demostracion:

Ya que AB + BC = AC, para cualesquiera tres puntos colineales A, By C,
AB = AD + DB, AC = AD + DCy BC = BD + DC.

De estas tres igualdades se obtiene
AB = DB - DA, AC=DC-DAy BC = DC - DB,

por lo que se tiene:

AB - CD + AC - DB + AD - BC = (DB - DA) CD + (DC - DA) DB + (DC - DB)AD

=DB:-CD-DA-CD+DC-DB-DA-DB+ DC-AD-DB - AD,
y reagrupando,

DB (CD + DC) - DA (CD +DC) - DB (DA + AD) = DB (0) - DA (0) - DB (0) =0,
como se queria demostrar.

116



3.2.Razén en que un punto divide a un segmento

Definicién 3.2.1. Dado un segmento dirigido AB y un punto P, distinto de Ay B,
en la recta que determinan A y B, se define la razén en que el punto P, distinto
de los puntos A y B, divide a un segmento AB como:

_ 4P
~ pPB’
En la figura 3.4, AB =8y AP = 6.
A P B
Figura 3.4

Para encontrar la razén en que P divide al segmento AB, se tiene que calcular el
valor de PB, pero como AP + PB = AB, setieneque 6 + PB=8,PB=2y 1T =

2=,
2

Note que para cualquier punto P en el interior del segmento AB, los sentidos de
APy PB son iguales y por tanto la razén r es positiva. Se dice que P divide al
segmento AB internamente.

Se puede observar que independientemente del sentido positivo de la recta, en
este caso la razdén es positiva, ya que, si el sentido de APy PB es el mismo que
el sentido positivo de la recta, entonces los dos segmentos son positivos y en
caso contrario, los dos son negativos y por tanto la razén r también es positiva.
Por lo tanto, el valor de r no depende del sentido considerado positivo en la
recta, lo importante es si los segmentos considerados para calcular esta razoén
tienen o no el mismo sentido.

Ahora bien, si se consideran los valores del ejemplo anterior y se quiere
encontrar la razén en que P divide al segmento BA, se tiene entonces que

, BP —PB PB 2
T=PAT AP AP 6 3
Es facil demostrar en general que, si P divide al segmento AB en la razon r,
entonces divide al segmento BA en la razon .

Esta Gltima observacién indica, ademas que, si no se consideran los segmentos
dirigidos, la razén en que un punto divide a un segmento no tiene significado,

ya que se pueden tener dos valores diferentes.
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AM

Si M es el punto medio del segmento AB, entonces AM = MBy VB 1.
A P M Q B
Figura 3.5

Si P esta en el segmento AM, entonces AP < PB y se tiene que 2—: < 1, aunque

nunca es 0, si P # A. Se puede observar que mientras menor es AP, PB es mayor
y por tanto r es menor. Dicho de otra manera, mientras mas se acerca Pa A, r
se acerca mas a 0 y si P se acerca a M, entonces r se acerca a 1.

Ahora, si Q estd en el segmento MB, entonces AQ > QB vy 2—g> 1. Se puede

observar que mientras mayor es AQ, QB es menor y por tanto r es mayor. Dicho
de otra manera, mientras mas se acerca Q a B, r crece y si Q se acerca a M,
entonces r se acerca a 1. Una pregunta que se puede hacer es si para este caso
r puede tomar cualquier valor positivo mayor que 1. Esto se vera en el Teorema
3.2.2.

Si P esta en el exterior de un segmento AB se dice que P lo divide externamente
y la razdn es negativa.

Y

[}
®
[

Figura 3.6

Se considera primero el caso en que P y B estan en diferentes semirrectas
determinadas por A, como en la figura 3.6. AP y PB tienen diferentes sentidos.
Ademas, PB = PA + AB, por lo tanto:

AP . . . :
a) r= o5 ©S negativa, ya que AP y PB tienen diferentes sentidos.

AP AP
b) r=—=
PB PA+AB
que en este caso -1 < r < 0.

AP
PA+AB

y |AP| < |PA + AB| y por tanto | | < 1. Esto indica
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Ahora, si P es externo al segmento AB y P y B estan en la misma semirrecta
determinada por A, como en la figura 3.7.

Figura 3.7

APy PB tienen diferentes sentidos. Ademas, AP = AB + BP, por lo tanto:

AP
a) r= o5 5 negativa, ya que AP y PB tienen diferentes sentidos.

AB+BP

AP _ AB+BP
b) r===
PB

-5 = 5 ©s tal que |AB + BP| > |PB| y por tanto |
indica que en este caso r < -1.

| > 1. Esto

Ahora, también se puede preguntar si para este caso r puede tomar cualquier
valor negativo menor que -1. Esto, como ya se ha dicho, se vera en el Teorema
3.2.2.

Teorema 3.2.1 Sean P y Q son dos puntos en la recta determinada por los puntos
Ay B. Si Py Q dividen al segmento AB en la misma razén r + -1, entonces
coinciden.

Demostracion:
AP AQ

Sean Py Q tales que B o5 por tanto, se tiene que

AP=rPB ..(1)
AQ=rQB ..(2).

Pero, ademas,

AP + PB = AB ...(3)
AQ + QB = AB ...(4).

De (3) y (4) se tiene,

PB = AB - AP,
OB = AB - AQ.

Sustituyendo estos valores en las ecuaciones (1) y (2) se tiene que:

AP = r (AB-AP), ...(5)
AQ = r (AB-AQ) ...(6).
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De (5) y (6) se obtiene:

AP=rAB-rAP= AP +rAP =rAB= AP =",

+r
r AB

AQ=rAB-rAQ = AQ +rAQ =rAB= AQ = —.

1+r

Por tanto, AP = AQ y los puntos P y Q coinciden por la definicion de segmentos
dirigidos. Cabe mencionar que las dos expresiones tienen sentido siempre y
cuando 1 + r # 0, lo cual sucede siempre que r # -1, tal y como lo afirma la
hipétesis del Teorema.

Teorema 3.2.2 Dado un segmento AB y r # -1, entonces existe un punto P que
divide al segmento en la razon r.

Demostracion:

Sea runreal, r # -1 y sea AB un segmento. Si P divide al segmento AB en la
razon r se tiene,

AP
= r=AP=rPB, ..(1)
PB

ademas,
AP + PB = AB = AP = AB - PB ...(2).
Sustituyendo el valor de AP de (2) en (1),

AB-PB=rPB = AB=PB(r+1)= PB =22

r+1

Esta ecuacién nos da el valor de PB y tiene solucion siempre y cuando 1 + r #
0, lo cual sucede siy sélo sir # -1, tal y como lo afirma la hipdtesis del Teorema.
De acuerdo con los resultados de los dos teoremas anteriores para cada
. . AP .
segmento AB y cada r # -1, existe un unico punto P, tal que 7B r.Sir>0,

el punto P esta el interior del segmento ABy sir <0,y r # -1, el punto P esta
el exterior del segmento AB.
¢Qué punto divide al segmento AB en la razéon r = 0?

AP

Sea P el punto que divide al segmento ABenlarazonr=0 = r = -5 =0y por

tanto AP = 0 = P = A. Analogamente si P = A, AP = 0 = r = 0. Esto es, P divide
al segmento ABenlarazonr=0 o P = A.

En el caso que P = B, se tiene que PB = 0 y la razén es indeterminada.
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r=0 r=1

“1<r<0 T D<r<1 1<r r<-1
A M B
Figura 3.8

De acuerdo con los resultados anteriores se tiene que, dado un segmento AB, a
cualquier punto P en la recta que determinan, con excepcion de B, se asocia la
razéon r en que ese punto divide al segmento AB. Asimismo, para cada numero
real r # -1, existe un Unico punto en la recta AB que divide al segmento AB en
esa razon.

Definicion 3.2.2. Si P es un punto, distinto de A y B, que divide un segmento
dado AB en una razoén r (independientemente que r sea positiva o negativa) y Q
divide al mismo segmento en la razdn -r, se dice que Q es el conjugado armadnico
de P con respecto a AB.

Esta definicion es equivalente decir que:

AP AQ

PB 0B"

En la seccidn 4 de este capitulo se analizara mas a fondo esta relacién, por lo
pronto solamente se hara notar que dado cualquier punto P, distinto de Ay B,
tiene conjugado armonico, con respecto a AB, con excepcion del punto medio
del segmento, ya que no hay un punto que divida al segmento en la razén -1.

Actividad 34

1. Generalice la ecuacién del teorema 3.1.1 para mas de 3 puntos colineales.

2. Si la longitud de AB es de 8 unidades, encuentre los puntos Py Q que lo
dividen en la razén 24 y -24, respectivamente.

3. Demuestre que si A, By C son tres puntos colineales y D es cualquier otro
punto en el plano, entonces:

DA? - BC + DB?- CA + DC?- AB + AB - BC- CA = 0.

Sugerencia: Considere Primero el caso de que D estd en la recta ABC.
Después dibuje desde D la perpendicular a la recta.
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. Demuestre que si A, By C son tres puntos colinealesy P, Q y R son los puntos
medios de BC, CA y AB respectivamente, entonces el punto medio de CR
coincide con el punto medio de PQ.

. Dado un segmento AB y un numero r # -1 y r > 0, realice una construccion
geométrica para determinar los puntos Py Q que dividen al segmento AB en
las razones r y —-r respectivamente.

AP
. Suponiendo que A, B y P son tres puntos colineales tales que r = —,

PB
BP AB PB BA PA
encuentre los valoresde —, —, —, — vy —.
paA" BP' BA' AP 7 AB
. Sean m y n dos rectas cualesquiera y sean A, By C tres puntos en m. Por los
puntos A, By C en m, se trazan paralelas a, b y c. Se llaman proyecciones
paralelas de A, By C sobre n a los puntos A;, B: y C: en que las rectas a, b

y c cortan a n.

Si Az, B: y C; son las proyecciones paralelas de A, By C en n, entonces se

) AC A{C . . I
tiene que B ﬁ. Considera las diferentes posibilidades de orden de
1P1

A ByC

Figura 3.9

3.3.Puntos al infinito

En esta seccidon se vera como ampliar el plano euclidiano con nuevos puntos
llamados al infinito, ideales o impropios y una recta, llamada también al infinito,
ideal o impropia. Esta ampliacion transforma al plano euclidiano en el plano
proyectivo. La idea de ampliar el plano euclidiano nace en primera instancia
como producto de los estudios sobre la perspectiva realizados por los artistas
del Renacimiento para representar un objeto tridimensional en un lienzo plano.

Artistas de la talla de Ledn Battista Alberti (1404-1472), Piero della Francesca
(1415-1492), Leonardo da Vinci (1452-1519) y Alberto Durero (1471- 1528)
trabajaron sobre este problema.
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En particular Alberti, considerado el genio tedrico de la perspectiva, en su libro
De la Pintura (Della Pittura), “propuso pintar lo que ve un ojo, aunque era
consciente de que en la visién normal los dos ojos ven la misma escena desde
posiciones ligeramente distintas... Su principio basico puede explicarse en los
siguientes términos. Entre el ojo y la escena interponia una pantalla de vidrio en
posicion vertical. Entonces imaginaba lineas de luz desde el ojo o punto fijo hasta
cada punto de la escena misma. Llamaba a estas lineas una piramide de rayos
0 una proyeccion. Donde estos rayos atravesaban la pantalla de vidrio (la imagen
plana), imaginaba puntos marcados; a esta coleccion de puntos la llamaba una
seccion”. (Kline, 1972)

Figura 3.10

Como el papel o el lienzo no son transparentes, la tarea de dibujar con exactitud
la seccidn o proyeccion presentaba un problema para el pintor y les llevo a
disefar una serie de instrumentos. Entre ellos estan la Ventana de Leonardo, el
Velo de Alberti y el Portillo de Durero recogidos en algunos grabados por el
mismo Durero.

llustracion 3.1 llustracion 3.2
La ventana de Leonardo El portillo de Durero
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Alberti observé también, que si se interponen dos pantallas en diferentes
posiciones las secciones son diferentes, al igual que si se ve la escena desde
puntos diferentes. Esta consideraciéon planted una pregunta significativa desde
el punto de vista matematico sobre las propiedades que tienen en comun un
objeto y sus proyecciones, esto es, las propiedades que permanecen invariantes
bajo proyecciones. El estudio de estas propiedades dio origen a la geometria
proyectiva.

Definicion 3.3.1. Se define una proyeccion central del plano P; en el plano P2,
desde un punto O, que no esta en ninguno de los dos planos, asociando a cada
punto R en el plano P, un punto R’, su imagen, en el plano P> de tal forma que
R, R"y O sean colineales.

Figura 3.11

La imagen de un punto es un punto, ya que la recta por O y cualquier punto de
P; corta al plano P> en un punto. En la figura 3.11 la imagen de B es B’y la de
C es C’. Ademas, en el caso del punto A que estd en la interseccion de los dos
planos, su imagen es el mismo punto A.

Si A, By C son colineales, entonces las rectas OA, OB y OC estan en un tercer
plano, el determinado por la recta que contiene a estos puntos y a O. Por lo
tanto, las intersecciones de las rectas OA, OB y OC con el plano P2 estan sobre
la interseccidon de P, con este tercer plano, esto es, sobre una recta. Se tiene
entonces, que la imagen de una recta bajo la proyeccion es una recta. Es facil
comprobar que las distancias y los angulos no se conservan bajo la proyeccion.

124



Al hacer la proyeccidon de un
plano sobre otro, hay puntos
que pueden no tener imagen.
Por ejemplo, en la figura 3.12
se ha proyectado el plano P;
sobre el plano P;3;, desde el
punto O que esta en el plano
P; paralelo a Ps.

Figura 3.12

Las tres rectas en P> y concurrentes en el punto H, que esta en la interseccion
de P; y P,, se proyectan en tres rectas paralelas, ya que la recta OH no interseca
al plano Ps, por estar en un plano paralelo. De hecho, cualquier punto que esta
en la recta de interseccion de los planos P; y P, no tiene imagen bajo la
proyeccion de P, sobre P; desde O. Si ahora, se piensa en la proyeccién del plano
Ps sobre el plano P,, desde el punto O, se tiene que las rectas paralelas se
transforman en rectas que se intersecan en el punto H, que por cierto no es
imagen de ningun punto de Ps.

A través de los antiguos métodos de la perspectiva se introdujeron los llamados
puntos de fuga, que no son mas que los puntos al infinito o puntos ideales que
en la geometria proyectiva se tratan como puntos cualesquiera. Asi, para
resolver el problema de la representacidn en perspectiva de un adoquinado
compuesto por cuadrados, Alberti desarrolld6 un método usando precisamente
los puntos de fuga sobre una recta, la linea del horizonte.

H
‘f

Figura 3.13

Estas son algunas de las ideas que dieron pie a la inclusion de los puntos al
infinito en el plano euclidiano.
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Ahora, regresando al plano euclidiano. En primer lugar, se introducira alguna
notacion que permitird ser mas claro en la exposicién.

Notacidon. Sea P un punto cualquiera en el plano, se llamara el haz de rectas con
vértice en P, o simplemente el haz de rectas por P, al conjunto de rectas
concurrentes en P. Al punto P se le llama el centro o vértice del haz.

Conviene notar que un haz de rectas contiene una recta en cada direccion del
plano.

Notacion. Sea m una recta cualquiera en el plano, se llamara hilera de puntos
en m, a cualquier conjunto de puntos en m.

Teorema 3.3.1. Sean m una recta y P un punto que no esta en m. Existe una
correspondencia biunivoca entre las rectas del haz por P, excepto la paralela a
m, y los puntos de la recta m.

Demostracion:

Sean PQ la perpendicular a m por Py m’ |la paralela a m por P. Sea b; una recta
distinta de m’ que pasa por P, por tanto, b; no es paralela a m (Actividad 10, 1)
y corta a m en un unico punto P; (postulado 1).

Se establece la correspondencia b; - P;.

Figura 3.14

Esta correspondencia es biunivoca, ya que a cada recta por P distinta de m’
corresponde un Unico punto en m, su punto de interseccion con ella. Ademas,
dos rectas distintas por P intersecan a m en puntos distintos y para cualquier
punto P; en m existe la recta PP; en el haz (postulado 2).
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Ahora, se puede observar en la figura 3.14 que mientras menor es el angulo que
forma una recta del haz con la recta m’, en cualquiera de los dos semiplanos
determinados por PQ, el punto asociado a la recta en m esta mas alejado de Q,
en los dos sentidos de la recta. Esto es, mientras una recta del haz se acerca
mas a la recta a m’, la paralela a m por P, su punto asociado se aleja mas de Q.
Uno de los propodsitos para ampliar las rectas con un punto al infinito es
garantizar que las rectas m y m’ se corten.

A RN

Figura 3.15

Se amplia, entonces, cada recta m con un punto ideal, llamado el punto al infinito
de esa recta, y se define como el punto de interseccion de m con todas sus
paralelas. Se tiene que cada conjunto de rectas paralelas en una direccion en el
plano comparte el mismo punto al infinito. Se define la recta al infinito como el
lugar geométrico de los puntos al infinito.

Cabe mencionar que cada punto al infinito estad asociado con una direccién en el
plano, la direccidn de las rectas paralelas que se intersecan en ese punto.

La ampliacion del plano por los puntos al infinito permite incluir al plano
euclidiano en el plano proyectivo. El plano euclidiano ampliado constituye un
modelo del plano proyectivo, que permite trabajar con las propiedades
heredadas del plano euclidiano.

La principal ventaja de trabajar con el plano ampliado es que una serie de
propiedades de incidencia de puntos y rectas no tienen ya excepciones; por
ejemplo, el teorema 3.3.1 se puede enunciar como: Sean m una recta y P un
punto que no esta en m. Existe una correspondencia biunivoca entre las rectas
del haz por P y los puntos de la recta m.

De acuerdo con la demostraciéon anterior, solamente faltaba asociarle un punto
en m a la recta m’, la paralela a m por P. El punto que se le asocia a la recta m’
es igualmente el punto de interseccién de m y m’, que es el punto al infinito que
comparten por ser paralelas en el sentido euclidiano.
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Asimismo, se puede extender el concepto de haz de rectas a las rectas
concurrentes en un punto al infinito, que son rectas paralelas en el sentido
euclidiano, tal y como se presenta en la figura 3.16.

W

Figura 3.16

En los teoremas 3.3.2 y 3.3.3 se presentan dos caracteristicas esenciales de
incidencia que tiene el plano proyectivo.

Teorema 3.3.2 Cualesquiera dos puntos Py Q en el plano euclidiano ampliado
determinan una unica recta.

Demostracion:
Caso 1: Los dos puntos P y Q son ordinarios, esto es, no son puntos al infinito.

De acuerdo con el postulado 1, existe una Unica recta ordinaria por Py Q. La
Unica otra recta que se ha incorporado al plano ampliado es la recta al infinito
que no contiene puntos ordinarios, por tanto, la recta en el plano euclidiano
ampliado que pasa por Py Q es Unica.

Caso 2: Los dos puntos Py Q son puntos al infinito.

De acuerdo con la definicion de la recta al infinito, ésta contiene a todos los
puntos al infinito, por tanto, P y Q estan en la recta al infinito. Ahora, ya que
toda recta ordinaria contiene sélo un punto al infinito, no existe ninguna recta
ordinaria que contenga a los dos puntos al infinito, por tanto, en este caso
también la recta en el plano euclidiano ampliado que pasa por Py Q es Unica.

Caso 3: El punto P es un punto ordinario y Q es un punto al infinito.

De acuerdo con la definicion de un punto al infinito, como la interseccién de
rectas paralelas en una direccién dada y como por un punto ordinario P
solamente pasa una paralela euclidiana en una direccién dada, la recta en el
plano euclidiano ampliado que pasa por Py Q es Unica.

Teorema 3.3.3 Cualesquiera dos rectas m y n en el plano euclidiano ampliado
determinan (se intersecan) en un unico punto.
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Demostracion:

Caso 1: Las dos rectas p y q son ordinarias y no paralelas en el sentido
euclidiano.

Como consecuencia del postulado 1 y de la definicién de rectas paralelas, la
interseccidn de las rectas p y g es un Unico punto ordinario. Los otros puntos
que se han incorporado al plano ampliado son los puntos al infinito y como p y
g son rectas ordinarias no paralelas, no comparten ningun punto al infinito, por
tanto, la interseccién de p y g en el plano euclidiano ampliado es un Unico punto,
ordinario en este caso.

Caso 2: Las dos rectas p y q son ordinarias y paralelas en el sentido euclidiano.

Como consecuencia del postulado 1 y de la definicidon de rectas paralelas, no
existe un punto ordinario que sea interseccién de p y g. Ahora bien, como p vy
g son rectas ordinarias paralelas en el sentido euclidiano, comparten un Unico
punto al infinito, por tanto, la interseccion de p y g en el plano euclidiano
ampliado es un unico punto, al infinito en este caso.

Caso 3: La recta p es una recta ordinaria y q es la recta al infinito.

De acuerdo con la definicion de recta al infinito, como la coleccién de todos los
puntos al infinito, la interseccién de p y g es el punto al infinito que contiene p,
gue es unico.

Actividad 35

1. Demuestre que los puntos en un segmento de recta pueden ser puestos en
correspondencia biunivoca con los puntos de otro segmento de recta del
doble de longitud.

2. Demuestre que tres rectas en el plano ampliado determinan un triangulo o
son concurrentes.

3. Demuestra el teorema 3.3.1 para el caso en que la recta m pase por el punto
P.

4. Demuestre que, si P es el punto medio del lado BC en un triangulo ABC y si
AB es menor que CA, entonces el £ PAC < 4« BAP. Sugerencia: Teorema de
la Bisectriz generalizada.

5. Las rectas de dos haces con diferentes vértices estan en correspondencia de
tal forma que las intersecciones de rectas correspondientes son paralelas.
Encuentre un par de rectas perpendiculares en el primer haz de tal forma que
sus rectas correspondientes en el segundo haz también lo sean.
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3.4.Puntos armonicos

En la seccidon 3.2 se definid que el punto Q es el conjugado armodnico de P
respecto del segmento A y B si y sélo si

AP AQ

PB QB"

Los siguientes teoremas exponen algunas de las propiedades de los puntos
armonicos.

Teorema 3.4.1 Si Q es conjugado armoénico de P respecto del segmento AB,
entonces Q es conjugado armonico de P respecto del segmento BA.

Demostracion:
. AP AQ PB 0B —-BP —-BQ BP BQ
Si —=—— o —= - — = — =— — = — = — — (que es
PB 0B AP AQ -PA —QA PA QA

equivalente a que Q sea el conjugado armoénico del punto P respecto del
segmento BA.

Teorema 3.4.2 Si Q es conjugado armonico de P respecto del segmento AB,
entonces P es conjugado armoénico de Q respecto del segmento AB. Se dice
entonces que P y Q son conjugados armodnicos respecto de AB o bien que el
segmento AB esta dividido armdnicamente por Py Q.

Demostracion:
. AP AQ AQ AP ) )
Si —= — — — = — — que es equivalente a que P sea el conjugado
PB QB QB PB

arménico del punto Q respecto del segmento A y B.

Teorema 3.4.3 Si P y Q son conjugados armonicos respecto del segmento AB,
entonces A y B son conjugados respecto del segmento PQ. Se dice entonces que
A, B; Py Q son una hilera armdnica.

Demostracion:
i - AP AQ
Sean Py Q conjugados armonicos respecto de A y B, entonces 5 o8
AP AQ AP PB —-PA PB PA PB
Pero, —=—— > —=— — = — —-_—— = —
PB QB AQ QB AQ -BQ AQ BQ
PA PB . -
E= TR lo que demuestra que A y B son conjugados armonicos con

respecto a PQ.

Los tres teoremas anteriores demuestran que todas las permutaciones de A, B,
Py Q que conservan las parejas de conjugados armonicos, es también armonica.
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Se dice entonces que A, B, Py Q es una hilera armdnica y se acostumbra
representar como (AB, PQ) = -1.

Esto es, (AB, PQ) = -1 & (BA, PQ) = -1 < (BA, QP) = -1 & (AB, QP) = -1&
(QP, AB) = -1 & (PQ, AB) = -1 & (PQ, BA) = -1 < (QP, BA) = -1.

La notacion anterior obedece a que dadas dos parejas de puntos A, By P, Q, se
AP

define su razén cruzada como la razon % que se denota como (AB, PQ). Dada
QB

la definicidon de puntos armdnicos, es claro que su razén cruzada es -1.

Se considera que la razon cruzada de cuatro puntos es el primer invariante
proyectivo que fue determinado. De hecho, se desconoce su origen exacto, pero
se presume que Menelao de Alejandria (siglo I) lo conocia, ya que un resultado
homdlogo para grandes circulos aparece en su obra Sphaerica. La primera
mencidn sobre este tema, en referencia con el plano, la hace Pappus de
Alejandria en la época en que trabajaba reconstruyendo el libro perdido de
Porismas!® de Euclides, lo que sugiere que la invariancia de la razén cruzada
pudiera haber sido ya conocida por Euclides. (Coolidge, 1963).

Dado un segmento AB y un punto P, para construir el cuarto armodnico, es decir
el conjugado armédnico de P respecto de AB, se puede proceder de la siguiente
manera:

Figura 3.17

Se trazan dos rectas paralelas cualesquiera por A y B, se traza una recta por P
que corte a estas paralelas en C y D respectivamente. En la recta DB se

16 “Se cree, basandose en los comentarios de Pappus y Proclo, que esos Porismas trataban esencialmente
acerca de la construccién de objetos geométricos cuya existencia ya estaba asegurada. Asi pues, podian
considerarse como problemas intermedios entre los teoremas puros y las construcciones mediante las que se
establece la existencia de alguna figura, entre los que podia ser tipica la localizacion del centro de una
circunferencia que cumpliera ciertas condiciones dadas”. Kline, Morris (11), pag 89.

131



construye D’ tal que DB = BD'. Se traza la recta CD'. El punto Q de interseccién
de esta recta con AB es el cuarto arménico buscado.

Para demostrar que efectivamente este es el punto buscado, basta comprobar
que AACP =~ ABDPy que ACAQ =~ A D’BQ, por tener sus angulos correspondientes
iguales, de donde:

AP AC .

— = —— por la semejanza AACP = ABDP,

BP BD

4¢ 4c I j ACA AD’B

— = or la semejanza = .

B0 50’ P ] Q Q
AP AC  AQ AC AP AQ

Portanto — = — vy — = - D> — = = —

PB DB ' OB -BD PB OB

En la seccién 3.2 se vio también que el Unico punto, distinto de A y B, que no
tiene conjugado armdnico con respecto a un segmento dado es el punto medio
del segmento, ya que no existe un punto ordinario del plano euclidiano que
divida al segmento en la razén r = -1. De la misma forma se vio que dado un
segmento AB, la razén r en que los puntos exteriores al segmento dividen al
segmento se acerca por los dos lados a r= -1, mientras mas se alejan los puntos
de Ay B.

Si ademas se retoma la construccidon que se acaba de realizar, cuando P es el
punto medio de AB, se tiene que los triangulos AACP y ABDP, no sélo son
semejantes, sino congruentes y por tanto la recta CD’ es paralela a la recta
determinada por AB y por tanto su interseccion es el punto al infinito de esas

DI

Figura 3.18

El contexto anterior induce la siguiente definicion.
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Definicion 3.4.1 El conjugado armdnico del punto medio de un segmento es el
punto al infinito de esa recta. Esto es, si P es el punto al infinito de una recta

qgue contiene al segmento AB, se define % = —1.

De esta forma, dado un segmento AB, cualquier punto P, distinto de Ay B, tiene
un unico conjugado armonico Q respecto del segmento dado.

Teorema 3.4.4 Si (AB, PQ) = -1 y O es el punto medio de AB, entonces se tiene
qgue OB? = OP - 0OQ, e inversamente.

Demostracion:

Sean A, B, P, Q cuatro puntos tales que (AB, PQ) = -1 y O el punto medio de
AB.

[ ]
[ ]
L ]
L ]

Figura 3.19

Por ser A, B, P, Q una hilera armdnica se tiene que

AP AQ AO+OP A0+0Q
PB 0B PO+0B  QO+0B'
Pero, AO = OB,
OB + OP 0B +00Q 20B?> =20P-0 OB? = OP-0
OB — OP OB —0Q Q Q

Teorema 3.4.5 Dado un triangulo cualquiera, los puntos en que las bisectrices
interna y externa de cualquiera de sus angulos cortan al lado opuesto, son
conjugados armadnicos con respecto a ese lado.

Demostracion:

Sea ABC un tridangulo, CP y CQ las bisectrices interior y exterior del zC,
respectivamente. Para demostrar que (AB, PQ) =-1, se calculara el area de
algunos tridngulos. Sea entonces CD la perpendicular a AB desde C. Sean PFy
PG las perpendiculares a CAy BC desde Py QH y QI las perpendiculares a estos
mismos lados desde Q.
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Figura 3.20

Area (AAPC) = S AP -CD,  Area (APBC)= 3 PB - (D,
de donde,

Area (AAPC) _ AP
Area (APBC) =~ PB'

Pero si ahora se calcula el area de estos mismos triangulos, tomando como base
CA y BC respectivamente se tiene que

Area (AAPC) = X cA -PF,  Area (APBC)= 2 BC PG,
2 2

pero PF = PG por estar P en la bisectriz del «C, por tanto,

Area (AAPC) _ CA
Area (APBC) = BC
Se tiene entonces que
AP _ CA
— = — ... (1)
PB BC

Ahora se calculara el area de los triangulos AQC y BQC:
Area (AAQC) = 5 AQ -CD, Area (ABQC) = 3 BQ -CD,
de donde,

Area (A 4QC) _ AQ
Area (ABQC) ~ BQ'
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Pero si ahora se calcula el drea de estos mismos tridangulos, tomando como base
CA y BC respectivamente se tiene que

Area (AAQC) = 5 CA -QH, Area (ABQC) =3 BC -Ql,

pero QH = QI por estar Q en la bisectriz exterior del 2C, por tanto,

Area(A4QC) _ cA
Area (ABQC) ~ BC’
Se tiene entonces,
AQ CA
50 = —. ..(2)
Q BC
De (1) y (2) se tiene que
4P _ 40 _ _ AQ
PB BQ 0B °

Por lo tanto (AB, PQ) =-1, como se queria demostrar.

Definicion 3.4.2 El angulo de interseccion de dos circunferencias es el angulo
entre sus tangentes en sus puntos de interseccion.

Figura 3.21

Sean Cy C’dos circunferencias con centro en O y O’, respectivamente. Sean Py
Q, sus puntos de interseccion. En la figura 3.21 se han trazado las tangentes a
los circulos por estos puntos. Para que la definicion anterior tenga sentido, queda
como ejercicio para el lector demostrar que los angulos que forman las tangentes
en Py Q son iguales.
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Definicion 3.4.3 Dos circunferencias son ortogonales si su angulo de interseccion
es recto;, esto es, si sus tangentes en sus puntos de interseccion son
perpendiculares.

Dado que una tangente a un circulo en un punto y el radio al punto de tangencia
son perpendiculares (Teorema 2.4.1), es claro que si dos circunferencias son
ortogonales una tangente a una de ellas en un punto de interseccion pasa por el
centro de la otra; inversamente, si el radio de una de ellas al punto de
interseccién es tangente a la otra entonces son ortogonales.

Figura 3.22

Teorema 3.4.6 Si dos circunferencias son ortogonales entonces el cuadrado de
la distancia entre sus centros es igual a la suma de los cuadrados de sus radios.

Demostracion:

Tomando como base la figura 3.22, el triangulo OO’P es rectangulo, ya que el
angulo entre sus radios es el angulo entre las tangentes que es recto, por tanto,
por el Teorema de Pitagoras (00”")? = (OP)? + (O'P)>.

Teorema 3.4.7 Si dos circunferencias ortogonales son cortadas por una recta
que pasa por el centro de una de ellas, los cuatro puntos de interseccion forman
una hilera armdnica.

Demostracion:

Sean ¢ y (' dos circunferencias ortogonales con centro en O y O

respectivamente. Sean P y Q, sus puntos de interseccién. Sea AB un diametro
en, que cortaal’en Cy D.
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Figura 3.23
Por definicion, la potencia del punto O respecto al circulo £ con centro en O’ es
igual a OC - OD. Pero, por otro lado, la potencia de O es igual al cuadrado de la
longitud de la tangente desde O al circulo £ (Actividad 27, 1). Por ser ortogonales

los dos circulos, OP es tangente a ¢’, por tanto, OP?> = OC - OD, pero ya que OP
= OB, se tiene que OB? = OC - OD, y por el teorema 3.4.4, (AB, CD) = -1.

Se deja como ejercicio al lector demostrar el inverso de este teorema.

3.5.Angulos dirigidos

Asi como se habla de segmentos dirigidos, es conveniente considerar angulos
dirigidos. Ya en el tema de Trigonometria se ha abordado el caso. Por
convencion, se considera un angulo positivo cuando su sentido es contrario a las
manecillas del reloj y negativo en caso contrario.

Los angulos £AOB y «BOA son iguales en magnitud, pero tienen sentido contrario
y asi:
£AOB = - £BOA.

Para trabajar con los angulos dirigidos, se retomaran los resultados vistos en la
seccion de Trigonometria del capitulo 1.

3.6.Rectas armonicas

Definicion 3.6.1. Si OA, OB, OP y OQ son cuatro rectas concurrentes, se dice
qgue OA y OB estan separadas armdnicamente por OP y OQ, o bien que OP y
OQ son conjugadas armdnicas con respecto a OA y OB, si

sen LAOP  sen £A0Q

sen .POB~ sen £QOB’
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Figura 3.24

En este caso se denotara como O(AB, PQ) = -1.

Teorema 3.4.6 La hilera de puntos en que las rectas de un haz arménico, cortan
cualquier recta que no pase por su vértice es una hilera arménica; inversamente,
el haz de rectas que se obtiene de unir los puntos de una hilera armdnica con
un punto cualquiera del plano que no sea colineal con la hilera, es un haz
armoanico.

Demostracion:

Sea O(AB, PQ) =-1 que corta a una recta cualquiera en los puntos A, B, Py Q.

Figura 3.25

Ya que el haz es armonico, se tiene que

sen LAOP  sen £A0Q
sen .POB~ sen £QOB’
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. T . .7 0OA .
Si se multiplican los dos miembros de la ecuacion por =o' S€ obtiene,

OA sen LAOP _ OA sen £A0Q
BO sen«POB BO sen Q0B

y por el teorema de la bisectriz generalizada,

AP AQ
PB QB
. . AP AQ
Inversamente, si (AB, PQ) = -1, se tiene que E = — Q_B’ y por tanto se

concluye que el haz es armonico.
De este teorema se pueden inferir varios resultados:

a) Si OP y 0OQ son conjugadas armonicas respecto de OA y OB, entonces
OA y OB son conjugados respecto de OP y 0OQ. Mas aln, cualquier
permutacion de las rectas que conservan las rectas conjugadas es un
haz armonico.

b) Siun haz de rectas es cortado por una transversal en una hilera armoénica
de puntos, entonces cualquier otra transversal del haz también corta sus
lineas en una hilera armdnica de puntos. Esto es, la propiedad de que
cuatro puntos sean armonicos es un invariante proyectivo.

Figura 3.26

(AB, PQ) = -1 siy sélo si (AB’, PQ") = -1
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Actividad 36

Demuestre:

1.

Si A, B, C, D son cuatro puntos armonicos y O y O’ son los puntos medios de
AB y CD respectivamente, entonces (OB)? + (0O'C)? = (00?2,

Si A, B, C, D son cuatro puntos arménicos entonces los segmentos AP, AB y
AQ estan en progresion armonica, esto es:

2 1 1

AB AP ' AQ

. Las rectas que unen cualquier punto de una circunferencia a los vértices de

un cuadrado inscrito, forman un haz armonico.

Sea ABC un triangulo y L, My N los puntos medios de los lados BC, CA y AB
respectivamente, entonces el haz L(MN, AB) es armonico.

Si AD, BE, CF son las alturas del tridangulo ABC, entonces el haz D(EF, AB) es
armonico.

Demuestre que, si dos circulos se intersecan en los puntos Py Q, los angulos
gue forman sus tangentes en los puntos de interseccidn son iguales.

Demuestre que, si ¢ es una circunferencia con diametro AB, cualquier

circunferencia que pase por un par de puntos conjugados armdnicos con
respecto a AB, es ortogonal a (.

Sean Ay B dos puntos distintos en una circunferencia y sean C, D, Ey F otros
cuatro puntos distintos entre si y diferentes de A y B, entonces A(CD, EF) es
armonico si y solo si B(CD,EF) es armonico.

La bisectriz del angulo A del tridngulo ABC corta el lado opuesto en P. Sean
Q vy R los pies de las perpendiculares desde B y C sobre AP, entonces los
cuatro puntos A, P, Q y R son armoénicos.

10. El conjugado armdnico de C con respecto a A y B, el punto D, puede

obtenerse construyendo un punto P tal que el angulo formado por PA y PB
sea bisecado por PC y construyendo la perpendicular a PC. D es la
interseccidon de AB con la perpendicular a PC.

11. Dos hileras armodnicas (AB, PQ) y (AB’, P'Q’) estan en lineas distintas,

entonces BB’, PP’ y QQ’ son concurrentes y BB’, PQ'" y P'Q son también
concurrentes.

12.Si en un haz armodnico de rectas distintas, un par de lineas conjugadas es

perpendicular, una a otra, entonces estas rectas bisecan los angulos
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formados por las otras dos. Inversamente si en un haz de cuatro rectas
diferentes, uno de los pares biseca los angulos formados por el otro par, el
haz es armanico.

13. Sea ¢ una circunferencia y P un punto. Hallar el lugar geométrico de los
centros de las circunferencias ortogonales a ¢ que pasan por P.

14.Sean A, B, C y D cuatro puntos colineales. Encontrar dos puntos Py Q, tales
gue sean conjugados armonicos con respecto a A y B, asi como con respecto
a Cy D. Analiza los diferentes casos.

3.7 Homotecia

Definicion 3.7.1 Se llama homotecia con centro en un punto O y razén k # 0, a
la transformacidon que asocia a cada punto P en el plano, distinto de O, un punto
P’ tal que:

O, Py P’ son colineales,
OP’ = k OP,
La imagen del punto O es el mismo punto O.

Al punto O se le llama centro de homotecia y a k se le llama la razon de
homotecia.

Teorema 3.7.1 Sea Ho,x una homotecia con centro en el punto O, k # 0, y A, B
dos puntos tales que O, A y B no son colineales. Si se tiene que Hox (A) = A/,
Ho,x (B) = B’, entonces A’B’ es paralelo al segmento AB y A'‘B’ = k AB.

Demostracion:

a) Sea k positiva, entonces A y A’ estan en la misma semirrecta determinada
por O, al igual que By B, ya que OAy OA’y OB y OB’ tienen el mismo

OAr OB’

sentido. Ademas, ya que oa = op — k. por el inverso del teorema de Tales,

AB || A’B'. Ademas, los triangulos OAB y OA’B’ son semejantes.

Figura 3.27
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Si k = 1, entonces Ho,« (P) = P, para todo punto P en el plano, esto es, la
homotecia es la identidad.

Si k > 1, entonces A'‘B’ = k AB > AB como en la figura 3.27. Si k < 1,
entonces A'B” = k AB < AB como en la figura 3.28.

Figura 3.28

b) Sea k negativa, entonces A y A’ estan en diferentes semirrectas
determinadas por O, al igualque By B’, yaque OAy OA'y OB y OB’ tienen
diferentes sentidos. Los tridngulos OAB y OA’'B’ son semejantes por tener
un angulo igual y los dos lados adyacentes proporcionales (teorema 1.5.4)
y por tanto sus angulos correspondientes son iguales. Esto es, también
AB || A’B’, ya que los angulos alternos internos que forman con AA’ y con
BB’ son iguales. Si kK = -1, entonces los segmentos son de la misma
longitud, pero estan de distinto lado de O, en este caso se dice que la
homotecia es una simetria.

Figura 3.29

Por la semejanza de los tridngulos en ambos casos se tiene que,
0A'" OB A'B _
0OA OB AB
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Por lo que A'B’ = k AB y ademas de que A'B’ es paralelo al segmento AB. Si el
valor absoluto de k es menor que 1, el segmento A’'B’ es menor que AB y si el
valor absoluto de k es mayor que 1, el segmento A'B’ es mayor que AB.

Dados el centro de homotecia y el homotético de un punto cualquiera en el plano
es posible determinar el homotético de cualquier otro punto del plano.

p'

Figura 3.30

Sea O el centro de homotecia, P un punto en el plano y P’ su transformado bajo
una homotecia con centro en O y constante de homotecia k. Se tiene que O, Py
P’ son colineales. Para determinar el homotético de un punto cualquiera R que
no estd en la recta OP se trazan las rectas OR y PR. Por el punto P’ se traza la
paralela a PR. Sea R’ la interseccion de esta paralela con la recta OR, entonces
Ho (R) = R’ como se vera a continuacion.

Demostracion:

Ya que Ho« (P) = P’, se tiene que O, Py P’ son colineales y % = k. Ademas, ya
que PR || P'R’, por el teorema de Tales se tiene que % =k, y ya que también O,
R y R’ son colineales por construccién, se tiene que Ho« (R) = R".

En el caso en que R esté en la recta O, Py P’, se construye el homotético de un
punto cualquiera Q que no esté en la recta y después se procede como en este
caso.

PI

Figura 3.31
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Con base en el teorema 3.7.1 se puede demostrar que bajo una homotecia con
centro en un punto O y constante de homotecia k, una recta se transforma en
una recta paralela y un poligono se transforma en un poligono semejante y de
lados paralelos. (Actividad 37,1).

Figura 3.32

Figura 3.33

Hasta ahora se ha visto que la homotecia transforma puntos en puntos, una
recta en una recta paralela y un poligono en un poligono semejante de lados
paralelos. ¢Sera cierto el inverso, esto es, si se tienen dos poligonos semejantes
de lados paralelos seran entonces homotéticos?

Teorema 3.7.2 Sea P; y P> dos poligonos semejantes de lados paralelos entonces
existe una homotecia tal que P> es el homotético de P;.

Demostracion:

Se hara la demostracién para triangulos, la que se puede extender a cualquier
poligono.

Sean ABC y A’B’C’' dos triangulos
semejantes de lados paralelos, por
tanto,

ArBr BrCr CrAr k
AB ~ BC ca !

donde k es la constante de
semejanza de los dos triangulos.

a) Se considera primero el caso en
Figura 3.34 que k # 1, sea O entonces el punto
de interseccion de AA’y BB".
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Considérense los triangulos OAB y OA’B’, pero como AB || A’‘B’, se tiene por el

teorema de Tales que, % = % y AOAB ~ AOA’B’, por el segundo teorema de

semejanza (un angulo igual y lados adyacentes proporcionales). Pero como

s A'Br . . OAr OB ArBr ,
ademas —5 = k, por la semejanza, se tiene que A= o5= a5 =k Ademas,

por construccion, O, Ay A’y O, B y B’ son colineales. Por tanto, la homotecia
con centro en O y constante de homotecia k, que es la constante de semejanza,
lleva Aen A’y B en B'.

Falta por demostrar que C’ es el homotético de C bajo la misma homotecia.

Para ello considérese la recta OC y
supdéngase que no pasa por C’. Sea
C” la interseccion de B’C’ con OC,
entonces por el teorema de Tales

98~ %" — k y AOBC ~ AOB’C” de
OB ocC

donde se tiene que,
también BB,_((,:‘,: k, de donde BC' =

B'C”y C' = C" y los dos tridngulos
son homotéticos.

BIC
=~ = k. Pero
BC

Figura 3.35

b) En el caso de que kK = 1, los
triangulos son congruentes y se
tiene que las rectas AA’, BB' y CC’
son paralelas y por tanto se
intersectan en un punto al infinito.
Se dice entonces que el centro de
homotecia es el punto al infinito en
la direccion de esas rectas y que la
constante de homotecia es 1.
Observe que es equivalente a una
traslacion.

Figura 3.36

Actividad 37
Demuestre:

1. Bajo una homotecia con centro en un punto O y constante de homotecia k,
tres puntos colineales se transforman en tres puntos colineales y un poligono
se transforma en un poligono semejante y de lados paralelos.

2. Un tridngulo ABC y su triangulo mediano son homotéticos. Diga cual es el
centro de homotecia y cual la razén de homotecia.
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3. Dos triangulos homotéticos a un tercero son homotéticos entre si. éCudl es
la razén de homotecia si k1 y k2 son las razones de homotecia de los dos
triangulos con el tercero respectivamente?

Actividad 38
1. Construir un tridngulo semejante a un triangulo dado y que tenga un
perimetro dado.

2. Dos rectas dadas se intersecan en un punto inaccesible A. Dado un punto P,
gue no esté en ninguna de las rectas, construir la recta PA.

Inscribir un cuadrado en un triangulo dado.

4. Construir un tridngulo semejante a un triangulo dado y cuyos vértices estén
en tres rectas paralelas dadas.

5. Inscribir en un tridngulo, un tridngulo cuyos angulos estén dados.

6. Si el tridngulo A;B:C; es simétrico al tridngulo ABC y el tridngulo A.B:C: es
simétrico al triangulo A;B;C:. ¢éComo son los tridangulos ABC y A2B2C>?

3.8 Circunferencias homotéticas
Propiedades de las circunferencias homotéticas

Sea C una circunferencia con centro en O:. Sea O un punto que no esté en C.
¢Cual sera la figura transformada de C bajo una homotecia con centro en O y
constante de homotecia k?

Teorema 3.8.1 La figura homotética a una circunferencia de radio r es otra
circunferencia con centro en el punto homotético a su centro y radio kr, donde
k es la constante de homotecia.

Demostracion:

Sea P un punto cualquiera en la circunferencia C. Sean O; y P’ los puntos
homotéticos de O: y P. Por tanto, como ya se demostrd, O.P’= k O;P = kr.

Figura 3.37
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Sea ahora Q otro punto cualquiera en la circunferencia C, diferente de P. Se
probara que Q’ su homotético esta en la circunferencia con centro en O; y radio
O.P’ = kr. Para ello se demostrara que, 0.Q’= k O;P. Ya que O2 y Q’ son los
homotéticos de O: y Q respectivamente, se tiene que 0.Q’= k 0:Q, pero 0:Q=
O;:P = r por ser radios de la circunferencia C; por lo tanto, 0.Q’= k O;P = kr, que
es el radio de la circunferencia C’' con centro en O, y por tanto Q’ estad en la
circunferencia C’, como se queria demostrar.

Ahora, surge ahora la pregunta, dadas dos circunferencias cualesquiera,
éexistird una homotecia que lleve una en la otra?

Teorema 3.8.2 Dos circunferencias no concéntricas son homotéticas en dos
formas. Los dos centros de homotecia son conjugados armdnicos con respecto
a los centros de los circulos. A los centros de homotecia se les llama centro
interno o externo, dependiendo de que estén en el interior o en el exterior del
segmento determinado por los centros de las circunferencias.

Demostracion:

Sean C y C' dos circunferencias con centro en O y O’ y radios r y r/,
respectivamente. Para encontrar los centros de homotecia que llevan a la
circunferencia C en la circunferencia C’, se selecciona un punto P cualquiera en
C y se traza la recta OP. Se traza la paralela a OP por O'. Sean P' y P” las
intersecciones de esta paralela con la circunferencia C’'. Se trazan las rectas PP’
y OO’, que no son paralelas si r # r’. Supdéngase que este es el caso,
posteriormente se vera el caso cuando r = r’. Sea K el punto de interseccion de
estas dos rectas. Sea ahora H la interseccidén de la recta OO’ con la recta PP”.
Los puntos H y K son dos centros de homotecia para Cy C'.

Figura 3.38

Ya que OP y OP’ son paralelas, los triangulos KOP y KO’P’ son semejantes, tienen

’ . KO opP KP KO r OK r
tres angulos iguales, y — = = —,dedonde —= - =5 —=-——,
KO orpr KPr KOr el Kor T/
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Ademas, K, Py P’son colineales al igual que K, O y O’. Adicionalmente se tiene
KO r KOr r! KP r KPr 11

que, — =+~ = —="sk0="kK0 y—=L = ==Z skp = ZKP.
KOr r! KO r r KPpr r KP T r

Esto es, Hk« (0O) = O’y Hkxk (P) = P/, donde k = r;’ Por el teorema 3.8.1, C' es la

circunferencia homotética a C con centro de homotecia K y constante de

homotecia k = r;’ Al punto K se le llama el centro externo de homotecia, ya que

divide a OO’ externamente.

Ahora bien, los tridngulos HOP y HO’P” son semejantes, de donde se obtiene de
manera analoga que 33, = % Y HHk (O) = O’y Huk (P) = P” con k = — % y C' es

la circunferencia homotética a C con centro de homotecia H y constante de
homotecia k = — g Ademads, H y K son conjugados armédnicos respecto de O y

0.

Ahora bien, si r = r’, entonces
PP’ es paralela a OO’ y K, el
centro de homotecia externo,
es el punto al infinito en esa
direccién y kK = 1. El centro de
homotecia interno H es el
punto medio de OO’y k = -1.
H y K son también conjugados
armoénicos. Observe que esta
transformacion es igual a una Figura 3.39
traslacion que lleva a O en O'.

Dos circunferencias concéntricas son también homotéticas de dos formas, el
centro de los circulos es centro de homotecia doble y una de las razones de
homotecia es la razén de sus radios y la otra es menos la razén de los radios.
(Actividad 39, 1)

Si las circunferencias tienen tangentes comunes entonces pasan por los centros
de homotecia. (Actividad 39, 2)

Puntos homdlogos y antihomdlogos

Si una recta que pasa por un centro de homotecia de dos circunferencias corta
a una de ellas en dos puntos, entonces corta a la otra también en dos puntos.
Estos cuatro puntos son homotéticos por pares y a cada pareja de puntos
homotéticos se les llama homodlogos. A cada par de puntos que estén en la recta
que pasa por un centro de homotecia, uno en cada circunferencia y que no sean
homotéticos se les llama antihomdlogos. En la figura 3.40 sea / una recta que
pasa por K, centro de homotecia de C y C’, y corta a la circunferencia C en dos
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puntos Py Q. Entonces corta también a C”en dos puntos, P’y Q’, los homotéticos
u homdlogos de P y Q desde K, respectivamente. Los puntos Py Q’, asi como
los puntos Q y P’ que estdn en la misma recta y no son homotéticos se
denominan antihomélogos.

Figura 3.40

En la figura 3.41 la recta / pasa por el otro centro de homotecia H y los puntos
homodlogos son Py P’y Q y Q'. Los puntos antihomdlogos son Py Q'y Qvy P'.

Figura 3.41

Propiedades de los puntos homdlogos y antihomdlogos

En la figura 3.42, I y m son dos rectas que pasan por K y que cortan a las
circunferenciasen P, Q; P’y Q’yen R, S, R’y S’ respectivamente. Los puntos P
yP,QyQ,RyR', Sy S’ son respectivamente homotéticos u homodlogos. Los
puntos Py Q’, Qy P, Ry S’, Sy R son antihomologos.

Teorema 3.8.3

a) PR es paralela a PR"y QS es paralela a Q’S".

b) Los triangulos KPR y KP'R’, asi como los triangulos KQS y KQ’S’ son
directamente semejantes.

c) Los cuadrilateros PRS'Q” y QSR’P’ son ciclicos.
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d) El producto KP x KQ’ es constante.
e) Las tangentes a las circunferencias en P y Q’ forman angulos iguales
con la recta PQ’ y si se intersecan en el punto A el A PAQ'es isosceles.

Demostracion:

a)

b)

d)

e)

Figura 3.42

Ya que P’y R' son los homotéticosde Py Ry Q"y S’ losde Qy S, por el
teorema 3.7.1, PR es paralela a PR’y Q’S’ es paralela a QS.

Por el resultado anterior se tiene que los tres angulos de los triangulos
KPR y KP'R’, asi como los tridangulos KQS y KQ’S’ son iguales
respectivamente y por tanto los tridangulos son semejantes.

Para demostrar que el cuadrildtero PRS’Q’ es inscriptible se demostrara
que £Q'PR + 4 RS'Q' =180°.

Se tiene que:
2 QPR + £ RSQ = 180°, por ser el cuadrilatero PRSQ inscriptible,
£ RSQ = 2RS'Q', ya que QS y Q’S’ son rectas paralelas, por tanto,
2 QPR+ 2 RS'Q"'=180° pero £ QPR = 2 Q'PR por ser Q’, Q y P colineales,
por tanto 2 Q'PR + 2 RS'Q’ = 180°, como se queria demostrar.

De manera anadloga se demuestra que el cuadrilatero QSP'R’ es también
inscriptible.

Ya que el cuadrilatero PRS’Q’ es inscriptible, KP x KQ’ es la potencia de K
con respecto a la circunferencia por PRS'Q’y por tanto es constante.

Sean t; y t; las tangentes a las circunferencias en Py Q’ respectivamente;
por tanto, OP 1 t; y 0Q' 1 t,. Ademas, los triangulos OPQ y O’P'Q’ son
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isésceles y semejantes, por tanto, 20PQ = 20QP = 20P'Q' = 20Q'P'. De
donde se tiene que 2 APQ' = 2 PQ'A y el APAQ'es isOsceles.

Figura 3.43

Circunferencia de los 9 puntos

Teorema 3.8.4 Dado un triangulo ABC, su triangulo mediano y su triangulo ortico
tienen el mismo circuncirculo.

Demostracion:

Sean ABC un tridngulo, L, M y N los puntos medios de los lados BC, CA y AB
respectivamente y sean D, E y F los pies de las alturas en estos mismos lados.
Se demostrara, en primera instancia, que el circuncirculo del ALMN pasa por el
punto D, pie de la altura por el vértice A.

Se trazan las rectas NM, ML y ND. Se tiene entonces que NM es paralela a DL y
NM = BL y que ML es paralela a NBy ML = NB (Actividad 15, 1), NB = ND ya
que el triangulo es rectangulo y N es punto medio de su hipotenusa.

Entonces, el cuadrildtero NDLM es un trapecio
isdsceles y por tanto es inscriptible (Actividad
25, 1). Esto es, el circuncirculo del ALMN,
pasa también por el punto D, pie de la altura
por el vértice A. De manera analoga se puede
demostrar que este circuncirculo pasa
también por los puntos E y F, con lo cual
queda demostrado el teorema. Figura 3.44
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Teorema 3.8.5 Dado un triangulo ABC, su triangulo mediano pasa por los puntos
medios de los segmentos determinados por el ortocentro y los vértices del
triangulo, a los que se llama puntos de Euler del triangulo.

Demostracion:

Sea ABC un triangulo; L, M y N los puntos medios de los lados BC, CA y AB
respectivamente; D, E y F los pies de las alturas sobre los mismos lados. Sean
G el centroide, O el circuncentro y H el ortocentro del AABC. Sea J el circuncentro
del ALMN.

El circuncirculo del ALMN pasa por los puntos D, Ey F. Ademas, por la propiedad

. . . GA GB GC 2
del centroide de trisecar las medianas — = — =— =——,

GL GM GN 1

Por tanto, AABC es homotético al ALMN, con centro de homotecia en G y razoén
de homotecia -2 vy el circuncirculo C; del AABC es homotético al circuncirculo C;
del tridngulo ALMN, con centro de homotecia en G y razén de homotecia -2.

C Esto implica:

1
,A e ] estd en la recta de Euler del
AABC.
C E e Ademas, %
2 ’
N/ X ..I\M centro de homotecia interno
G/ divide la linea de los centros en
O e E la razén -k, donde k es la razon
Ny L—"H de homotecia, que en este caso
AN es igual a -2.
B L D C e Ya que HG = 2GO, se tiene que
HG = -4GJ, por tanto,

= 2, ya que el

OH _ 0G+GH _ 2G]+4G] _
H] ~— HG+G] ~ —4GJ+GJ /

Figura 3.45

Por lo tanto, el centro externo de homotecia es H, y por tanto A es el homotético
del punto P en la recta AH tal que HA = 2HP, esto es, es el homotético del punto
medio de HA, es decir del punto de Euler en la altura A.

Circunferencia de similitud de dos circunferencias

Definicion 3.8.1 La circunferencia de similitud de dos circunferencias no
concéntricas y de radios diferentes, es la circunferencia que tiene como diametro
el segmento que une sus centros de homotecia, también llamados centros de
similitud.
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Actividad 39
Demuestre:

1. Dos circunferencias concéntricas son homotéticas de dos formas con su
centro como centro de homotecia doble. Una de las razones de homotecia es
la razén de sus radios y la otra es menos la razén de los radios.

2. Si las circunferencias tienen tangentes comunes entonces pasan por los
centros de homotecia.

3. Si una circunferencia es tangente a dos circunferencias no concéntricas, los
puntos de tangencia son antihomdlogos.

4. Si dos circunferencias se intersecan, el angulo formado por los radios a uno
de sus puntos de interseccién es bisecado por las rectas que unen este punto
de interseccion con los centros de homotecia.

5. La circunferencia de similitud de dos circunferencias que se intersecan, pasa
por sus puntos de interseccion.

6. La circunferencia de similitud de dos circunferencias no concéntricas y de
radios diferentes es el lugar geométrico de los puntos desde los cuales las
dos circunferencias subtienden angulos iguales.

7. Dadas dos circunferencias no concéntricas y de radios iguales, la mediatriz
del segmento que tiene como extremos los centros de las circunferencias,
tiene la propiedad de que la razéon de las distancias de sus puntos a los
centros de las circunferencias esta en la razén de sus radios.

8. El lugar geométrico de los puntos tales que la razén de sus distancias a dos
puntos fijos es constante, es una circunferencia. A esta circunferencia se le
llama el circulo de Apolonio de los puntos fijos.

9. La bisectriz del angulo A del triangulo ABC, corta BC en L. Si C describe una
circunferencia cuyo centro es A y B permanece fijo, éicudl es el lugar
geométrico de los puntos L?

10. El centro de la circunferencia de los nueve puntos de un triangulo ABC, J en
la figura 3.45, es el punto medio del segmento determinado por el ortocentro
y el circuncentro del mismo triangulo, H y O en la misma figura.

Actividad 40

1. Construir una circunferencia tangente a dos rectas dadas y que pase por un
punto dado P. ¢Es Unica la solucién?

2. Construir un tridngulo, dados su base, su altura y la razén de sus lados.
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En una semicircunferencia inscribir un cuadrado que tenga dos de sus
vértices en el didmetro y los otros dos en la circunferencia.

Construir una circunferencia que pase por dos puntos dados y sea tangente
a una recta dada.
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UNIDAD CUATRO

Algunos teoremas importantes

4.1 Teoremas de Ceva y Menelao

4.2 Teorema de Desargues

4.3 Cuadrangulos y cuadrilateros completos
4.4 Cuadrangulo completo

4.5 Cuadrilatero completo

4.6 Dualidad

A

D B F

Jeovema de Flappus
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4.1 Teoremas de Ceva y Menelao

Los llamados teoremas de configuracion expresan las relaciones entre un
numero finito de puntos y de rectas.

En general un teorema de configuracidon se formula de tal forma que del hecho
de que algunos puntos son colineales o bien algunas de las rectas son
concurrentes, se deduce que algunos otros puntos son colineales o algunas otras
rectas son concurrentes.

Los teoremas de Ceva y Menelao son herramientas que permiten trabajar
muchos problemas en los que intervienen la colinealidad de puntos y la
concurrencia de rectas. Ambos estan estrechamente relacionados, aun cuando
el de Menelao es del siglo primero y el de Ceva del siglo XVII.

Una recta que pasa por un vértice de un triangulo pero que no coincide con
ningun lado, se llama usualmente recta ceviana del triangulo.

Un punto que esté en un lado de un triangulo, pero que no coincida con ningun
vértice, se llama usualmente punto de Menelao del tridngulo para dicho lado.

Teorema 4.1.1 (Teorema de Ceva) Tres cevianas AL, BM y CN de un triangulo
ABC son concurrentes en el punto O si y sélo si:

Figura4.1

Demostracion: Se traza por A una paralela a BC. Sean S y T las intersecciones
de BM y CN con esta paralela, respectivamente.
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ABLO ~ASAO,
BL_ 54,

LO - E; (1)
AOLC ~ A OAT,
oL 0A
= ar’ (2)
ACMB ~ A AMS,
CM  BC
A sab (3)
T A s
N
AANT ~ A BNC, &
AN _ AT, o,
NB  BC’ (4)
B ] &
Figura 4.4

Multiplicando (1), (2), (3) y (4), se obtiene:
AT

— = — === = — , por lo tanto
LO LC MA NB A0 AT SA BC

AN BL CM _

NB LC MA

Inversamente, supdngase que L, M y N son tres puntos en los lados BC, CA y AB
del triangulo ABC y que la relacion anterior se satisface. Sea O el punto de

1.
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interseccidn de BM y CN. Se traza la recta AO. Sea L’ el punto de interseccion
de AO con BC. Por el teorema de Ceva:

por tanto,
AN BL' CM_AN BL CM_1
NB L'C MA NB LC MA
de donde,
BL' _ BL
L'C ~ LC’

y por el teorema 3.2.1 se tieneque L = L'.

Teorema 4.1.2 (Teorema de Menelao) Si una recta interseca los tres lados BC,
CA y AB del triangulo ABC en los puntos L, M y N respectivamente, entonces:

AN BL CM _

NB LC MA
e inversamente si L, M y N son tres puntos en los lados BC, CA y AB de un
triangulo ABC, para los cuales se cumple la relacion anterior, entonces los tres

puntos son colineales.

Figura 4.6
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Demostracion: Sean P, Q y R los pies de las perpendiculares desde A, By C a la
recta determinada por L, My N.

AANP ~ABNQ,
AN PA
NE . BQ’ (1)
ABLQ ~ACLR,
BL _ QB
LC  CR’ (2)
ACMR ~ A AMP,
M _ RC, (3) Figura 4.7
MA AP’

Multiplicando (1), (2) y (3), se obtiene:
....... _1’

AN BL CM _

NB LC MA
El reciproco se demuestra en forma analoga al del inverso de Ceva.

Tanto el teorema de Ceva como el de Menelao tienen una forma trigonométrica.
Teorema 4.1.3 (Forma trigonométrica del teorema de Ceva) Si la hipdtesis del
teorema de Ceva se satisface, entonces:

sen ACN sen BAL senCBM_1
sen NCB sen LAC senMBA '

e inversamente, si L, M y N son puntos respectivamente en los lados BC, CA y
AB del triangulo ABC, para los cuales es valida la relacion anterior, entonces AL,
BM y CN son concurrentes.

Teorema 4.1.4 (Forma trigonométrica del teorema de Menelao) Si la hipotesis
del teorema de Menelao se satisface, entonces:

sen ACN sen BAL senCBM _ _
sen NCB sen LAC senMBA

e inversamente, si L, M y N son puntos respectivamente en los lados BC, CA y
AB del triangulo ABC, para los cuales es valida la relacién anterior, entonces L,
M y N son colineales.

159



Estos dos teoremas se demuestran a partir de los teoremas de Ceva y Menelao,
en sus formas no trigonométricas, utilizando el teorema de la bisectriz
generalizada.

Teorema 4.1.5 (Teorema de la division interna y externa) Si P, L y M son puntos
respectivamente en los lados AB, BC y CA del triangulo ABC, tales que AL, BM y
CP son concurrentes y si la recta LM interseca AB en Q, entonces los puntos P y
Q son conjugados armdnicos con respecto al segmento AB.

C

Figura 4.8

Demostracion: Ya que AL, BM y CP son concurrentes, por el teorema de Ceva se
tiene que,

AP _ BL _ CM _
PB LC MA
Ya que L, My Q son colineales, por el teorema de Menelao se tiene que,
AQ _ BL _ CM _
0B LC MA
Se tiene entonces que,
AP AQ
PB QB’

por lo que Py Q son conjugados armonicos respecto del segmento AB.

De este resultado se puede deducir que dado un segmento AB y un punto P se
puede construir el construir el conjugado armédnico de P con respecto de AB.

Se selecciona un punto cualquiera C que no esté en la recta AB y se trazan las
rectas CA, CB y CP. Se traza una recta por A que no pase por By sean L y O sus
intersecciones con BC y CP respectivamente.
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c
Z % L&
A P B

Figura 4.9

Sea M la interseccion de BO con AC. Entonces Q, la interseccién de LM con AB
es el conjugado armdnico de P con respecto a AB.

A

—

Figura 4.10

Cabe hacer notar que dado que el conjugado armoénico de un punto dado P, con
respecto a dos puntos fijos, A y B, es Unico, independientemente de la seleccion
del punto C y de la de la recta por A, la recta ML corta AB en el punto Q.

Figura 4.11
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Actividad 41
Demuestre:
5. Usando los resultados de esta seccion que:
a. Las medianas de un tridngulo son concurrentes.

b. Las seis bisectrices de los angulos exteriores e interiores de un
triangulo, pasan por tercias por cuatro puntos.

c. Las bisectrices de los angulos exteriores de un triangulo cortan los
lados opuestos en tres puntos colineales.

6. Si Py Q son puntos en AB y AC del triangulo ABC de tal forma que PQ es
paralelo a BC y si BQ y CP se intersecan en O, entonces AO es una mediana.

7. En la figura del Teorema de Ceva, se tiene que:

OL OM ON

AL BM = CN

8. Si P es el punto medio del lado BC del tridngulo ABC, Q y R son puntos
cualesquiera en AC y AB de tal forma que BQ y CR se corten en AP, entonces

QR es paralelo a BC.

9. Si la circunferencia inscrita del triangulo ABC es tangente a los lados BC, CA
y AB en P, Q y R respectivamente, entonces las rectas AP, BQ y CR son
concurrentes. El punto de concurrencia es llamado el punto de Gergonne del
triangulo.

10.Sean L, M y N los puntos medios de los lados BC, CA y AB del triangulo ABC,
respectivamente. Sean D, E y F tres puntos sobre estos lados tales que AD,
BE y CF son concurrentes. Si P, Q y R son los puntos medios de AD, BEy CF
respectivamente, demuestre que PL, QM y RN son concurrentes.

Hint:

162



11.Si una circunferencia corta a los lados BC, CA y AB del tridngulo ABC en los
puntos P, P’; Q, Q’; R, R’, respectivamente, y si AP, BQ y CR son concurrentes,
entonces AP’, BQ' y CR’ son concurrentes.

12.Si A, B, C, son tres puntos colineales y D, E, F son otros tres puntos
colineales, vy si las intersecciones de las rectas AE, Af, BF con las rectas DB,
DC, EC, son los puntos P, Q y R, respectivamente, entonces éstos son
colineales. A esta propiedad se le llama el teorema del hexagono de
Pappus.

Hint: Considera el tridngulo XYZ.

13.Si A, C, E son tres puntos que estan sobre una recta y B, D, F estan sobre
otra recta, y si las rectas AB y CD son paralelas a DE y FA, respectivamente,
demuestre que EF es paralela a BC.

14.Los puntos de interseccion de los lados opuestos de un hexagono inscrito en
una circunferencia son colineales. La recta que contiene estos puntos es
llamada recta de Pascal del hexagono y este teorema es conocido como
teorema de Pascal.

Hint: Considera el triangulo XYZ.
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Actividad 42
Realice las siguientes construcciones usando Unicamente regla:

1. Dado un segmento de recta AB y su punto medio, trace una paralela a AB
que pase por un punto dado P.

2. Dadas dos rectas paralelas y el segmento AB en una de ellas. Encuentre el
punto medio de AB.

3. Dadas dos rectas paralelas y un punto P que no esté en ellas, trace una
paralela a las dadas.

4. Dadas dos rectas paralelas y un segmento AB en una de ellas, triplicar el
segmento AB.

5. Dadas dos rectas paralelas y un segmento AB en una de ellas, dividir en 3 el
segmento AB.

4.2 Teoremas de Desargues

El Teorema de Desargues estd intimamente ligado con el estudio de la
perspectiva. Se dice que dos figuras estan en perspectiva si las rectas que unen
puntos correspondientes de las dos figuras son concurrentes. A este punto de
concurrencia se le llama el centro de perspectiva de las dos figuras.

Desargues, (1591-1661), arquitecto e ingeniero militar de Lyon, por un tiempo
integrante del grupo francés de matematicos de esa época, entre los que se
contaban Descartes y Fermat. En 1636 Desargues publicd un texto en el que
presentaba un método geomeétrico para construir imagenes en perspectiva de
los objetos. Su trabajo mas importante, publicado en 1639, fue un tratado sobre
el estudio de las cdnicas a través de métodos proyectivos, es decir de sus
invariantes bajo proyecciones (Brouillon project d’une atteinte aux événements
des rencontres d’un céne avec un plan).

Desargues concebia la geometria proyectiva como una extensién natural de la
geometria euclidiana en la que las rectas paralelas se cortaban en el infinito. En
parte, por el rompimiento que significaba con la concepcion de la época en la
gue no parecia posible que se pudiera decir algo sobre las cdnicas que no fuera
dicho mas facilmente a través del algebra, y en parte por el rebuscado lenguaje
gue usoé para escribir su tratado, sus planteamientos no fueron aceptados en la
época y de permanecieron practicamente olvidados por cerca de 200 anos.

AuUn ahora, Desargues no es conocido generalmente por su tratado sino por una
proposicidn que no aparece en él, el llamado Teorema de Desargues.

A pesar de la sencillez de la figura, constituida sélo por puntos y rectas y que la
demostracién para triangulos que no estdn en el mismo plano depende
Unicamente de las relaciones de incidencia y es bastante sencilla, la
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demostracién para triangulos que estan en el mismo plano no lo es tanto. Por
ello, aun cuando el teorema de Desargues es una propiedad netamente
proyectiva su demostracion se realizara aqui utilizando el teorema de Menelao.

Teorema 4.2.1 (Teorema de Desargues) Si en un plano dos triangulos ABC y
A’B’C’ estan en perspectiva desde un punto O, los lados correspondientes se
cortan en tres puntos colineales P, Q y R.

.
.

P R Q

El Teorema de Desargues en el plano

S L - E 4 — .
B e
— A’

El Teorema de Desargues en el espacio

Figura 4.12
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Sean ABC vy A'B'C’ dos
triangulos en perspectiva con O
como centro de perspectiva.
Sean P la interseccién de AB y
A'B',QladeBCyB'C'yRIlade
CA y CA'. Si se aplica el
teorema de Menelao al triangulo
ABO con B’A’P como transversal
se obtiene

Si se aplica el teorema de
Menelao al triangulo BCO con
B'C'Q como transversal se
obtiene

Si se aplica el teorema de
Menelao al triangulo CAO con
A'C'R como transversal se
obtiene

CR AA" oC'

Q

Figura 4.13

Q

Figura 4.14

Py
Oe¢

Figura 4.15

El producto de estas tres ecuaciones da como resultado:
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AP BQ CR

PB QC RA
lo que demuestra que P, Q y R son colineales.

Actividad 43

1. Encuentre en la configuracién de Desargues dos parejas de tridngulos en
perspectiva de tal forma que en un caso el centro de perspectiva sea alguno
de los puntos P, Q y R de la figura 4.15 y en el otro caso sea alguno de los
puntos A, B, C, A’, B, C’ de la misma figura. Diga en cada uno de los casos
que recta es el eje de perspectiva.

2. Sean ABCDE un pentagono, F el punto de interseccion de los dos lados no
adyacentes ABy CD, G el punto de interseccion de la diagonal AD con la recta
EF, P el punto de interseccidon del lado AE con la recta BG, Q la interseccién
del lado DE con la recta CG y R la del lado BC con la diagonal AD. Demuestre
que los puntos P, Q y R son colineales.

Hint:

B .
.’.

Teorema 4.2.2 (Reciproco del teorema de Desargues) Sean ABC y A’B’C’ dos
triangulos en el plano tales que las intersecciones de sus lados correspondientes
P, Q y R son colineales, entonces los tridngulos estan en perspectiva.

Considérense los triangulos AA'R y BB'Q,

Figura 4.16
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Estos triangulos estan en perspectiva con P como centro de perspectiva y las
intersecciones de sus lados correspondientes son O, C y C’, por tanto, estos
puntos son colineales y los tridngulos ABC y A'B’C’ estan en perspectiva con O
como centro de perspectiva. A la recta en que estan P, Q y R se le llama el eje
de perspectiva.

Esta configuracion estd formada por 10 puntos y 10 rectas y tiene la
caracteristica de que cada recta tiene tres puntos de la configuracién y por cada
punto pasan tres rectas de la configuracion; ademas, cada punto es centro de
perspectiva de dos tridngulos de la configuracion y cada recta es eje de
perspectiva de dos tridngulos de la configuracion.

Actividad 44

Demuestre que, si tres tridngulos tienen un centro comun de perspectiva,
entonces sus ejes de perspectiva son concurrentes.

Actividad 45

1. Dadas dos rectas y un punto P que no se encuentra en ellas, con regla
solamente trace la recta que pasa por Py el punto de interseccion A de las
rectas dadas, sin utilizar este punto A.

2. Construir un triangulo que esté en perspectiva con un tridngulo dado y que
sea semejante a otro triangulo dado.

4.3 Cuadrangulos y cuadrilateros completos

Hasta ahora se ha hablado de diferentes figuras geométricas sin hacer mayor
reflexidon sobre sus denominaciones. Entre estos casos destacan los triangulos y
los cuadrilateros. Las denominaciones de estas figuras parten de raices
diferentes.

En el caso del tridangulo su nombre

describe a la figura a partir de la B
condicién de que tiene tres angulos (o

sea tres vértices no colineales) y en

consecuencia tiene tres lados, ya que

tres puntos no colineales determinan A

tres rectas. Asimismo, los lados del C
triangulo se han considerado en

ocasiones sbélo como el segmento de

gue une dos vértices y en ocasiones

como las rectas completas que unen Figura 4.17
los vértices.

168



B En el caso del cuadrilatero se ha
considerado a la figura que tiene
cuatro lados (o sea cuatro rectas
no concurrentes por ternas) vy

A cuatro vértices. Se observa que no
se han considerado como vértices
del cuadrilatero todos los puntos

D que son intersecciones de sus

Figura 4.18 lados.

En forma analoga, se puede
definir un trilatero como la figura a
formada por tres rectas, no
concurrentes. Sus vértices se
determinan por la interseccion
de estas tres rectas. De esta
forma, un trildtero tiene tres

vértices. _
Figura 4.19

Lo anterior implica que un tridngulo y un trildtero coinciden, tienen el mismo
numero de vértices y de lados.

Si se consideran, en forma analoga, un cuadrangulo, como la figura determinada
por cuatro puntos no colineales por ternas y un cuadrilatero como la figura
determinada por cuatro rectas, no concurrentes por ternas, se vera que estas
dos figuras no tienen el mismo nimero de vértices, ni de lados.

Se seguira llamando cuadrilatero a la figura que usualmente hemos denominado
como tal y si se consideran como vértices a todos los puntos que son interseccion
de las rectas que lo definen, se le llamara cuadrildtero completo.

4.4 Cuadrangulo completo

Un cuadrangulo completo es una figura que consiste de cuatro puntos, ninguna
terna colineal, y de las seis rectas determinadas por estos puntos. Los cuatro
puntos son sus vértices y las seis rectas son sus lados. En la figura siguiente los
puntos A, B, C y D son sus vértices y las rectas AB, AC, AD, BC, BD y CD son
sus lados.
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Figura 4.20

Se dice que dos lados son
opuestos si no tienen ningun
vértice en comun. En un
cuadrangulo completo hay
tres pares de lados opuestos.
En la figura los pares de lados
AB Yy CD; BCy AD; BD y AC
son opuestos. Los tres puntos
determinados por los tres
pares de lados opuestos se
denominan como los puntos
diagonales del cuadrangulo.

Los puntos P, Q y R de la figura son los puntos diagonales del cuadrangulo
completo A, B, C y D. El tridngulo determinado por estos tres puntos es el

triangulo diagonal del cuadrangulo completo.

Teorema 4.4.1 Por cada punto diagonal de un cuadrangulo completo pasan
cuatro rectas armaonicas que son los dos lados que pasan por el punto y las rectas
que lo unen con los otros dos puntos diagonales.

Demostracion:

Sea ABCD un cuadrangulo
completo y P, Q y R sus puntos
diagonales. Se prolonga el lado
del triangulo diagonal PQ, sea T
el punto de interseccion de este
lado con el lado AD del
cuadrangulo. Ya que PT, ACy BD
son concurrentesen Qy B, Cy R
son colineales, se tiene que Ty
R son conjugados armodnicos
respecto de A y D (teorema
4.1.5) y entonces por el teorema
3.4.6, se tiene P(AD, TR) = -1.

Figura 4.21

Las demostraciones para los haces con vértices en R y Q son analogas.
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4.5 Cuadrilatero completo

Un cuadrilatero completo es una figura que consiste de cuatro rectas, ninguna
terna concurrente, y de los seis puntos determinados por estas rectas. Las cuatro
rectas son sus lados y los seis puntos son sus vértices. En la figura siguiente las
rectas a, b, c y d son sus lados y los puntos aNb, aNc, aNd, bNc¢, bNd y cNd son
sus vértices.

Figura 4.22

Se dice que dos vértices son opuestos si no estan sobre el mismo lado. En un
cuadriladtero completo hay tres pares de vértices opuestos. En la figura los pares
de vértices aNb y cNd; bNc y aNd; bNd y aNc son puntos opuestos. Las tres
rectas determinadas por los tres pares de vértices opuestos se denominan como
las rectas diagonales del cuadrildtero. Las rectas p, g y r son las rectas
diagonales del cuadrildtero completo a, b, c y d. El trildtero determinado por
estos tres puntos es el trildtero diagonal del cuadrilatero completo. Observe que,
ya que un trildtero es también un tridngulo, se puede hablar del tridngulo
diagonal del cuadrilatero completo.

Teorema 4.5.1 En cada diagonal de un cuadrilatero completo hay una hilera
armonica que consiste de los dos vértices en esa diagonal y los puntos en los
cuales esta es intersecada por las otras dos diagonales

Demostracion:
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Figura 4.23

Sea el cuadrilatero de lados a, b, c y d. Sean p, g y r sus diagonales. Sean los
puntos T=png, S=qgnr.Sean anb=0, and=X,anc=Y,bnc=7Z,
cnd=Wybnd= U. Se demostrara que (TS, XZ) = -1, esto es, que estos
cuatro puntos son armonicos. Por construccidon se tiene que OQ, XZ y YU son
concurrentes y X, U y W colineales, por tanto, por el teorema 4.1.5 los puntos
Q y W son conjugados armédnicos respecto de Y y Z. Por el teorema 3.4.6, se
tiene O(YZ, QW) = -1 yyaque larectagcortaalhazenT, S, Xy Z, se tiene
gue también (TS, XZ) = -1, como se queria demostrar. La demostraciéon para
las otras diagonales es analoga.

4.6 Dualidad

Uno de los conceptos importantes en Geometria Proyectiva es el conocido como
principio de dualidad.

El principio de dualidad afirma que, a partir de cualquier teorema o construccién,
de naturaleza proyectiva, podemos obtener otro, llamado dual, al intercambiar
las palabras punto y recta y colineal por concurrente y si un teorema o propiedad
es verdadera, entonces el dual también lo es.

Dos puntos R y S determinan una Unica Dos rectas r y s determinan un unico
recta p punto P

172



Una hilera de puntos consiste en un Un haz de rectas consiste en un
conjunto de puntos colineales, A, B, C, D, conjuntos de rectas que pasan por el
E, por ejemplo. mismo punto, a, b, ¢, d, e, por ejemplo

Tres rectas en el plano son
concurrentes o determinan un trilatero
(triangulo)

Tres puntos en el plano son colineales o
determinan un tridngulo

De acuerdo con el resultado que se vio en la seccién 4.3, el dual de un tridngulo
es un trildtero, pero un trildtero es un triangulo, por lo que se dice que el
triangulo es su propio dual.

El dual de un cuadrangulo completo es un cuadrilatero completo:

Un cuadrangulo completo estd definido Un cuadrilatero completo estd definido por 4 rectas
por 4 puntos no colineales por tercias: A, Nno concurrentes por tercias: a, b, ¢, d llamados lados
B, C y D, llamados vértices del del cuadrilatero.

cuadrangulo.

B C
D
A
Los lados de un cuadrangulo completo Los vértices de un cuadrilatero completo son los
son las seis re,ct.as que unen sus seis puntos de interseccién de sus lados.
vértices.
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A

Dos lados de wun cuadrangulo son Dos vértices de un cuadrilatero son opuestos si no
opuestos si no tienen vértices en comdn.  estdn sobre el mismo lado. Las rectas diagonales
Los puntos diagonales son las son las que unen vértices opuestos, p, gy ren la
intersecciones de lados opuestos, P, Q y figura.

R en la figura.

El tridangulo diagonal del cuadrangulo es el  El trilatero diagonal del cuadrilatero es el que tiene

que tiene a los puntos diagonales como a las rectas diagonales como lados. Ya que el dual

vértices, P, Q y R en la figura. de un trilatero es un triangulo, también se habla del
triangulo diagonal de un cuadrilatero completo, P,
Q vy R en la figura.

Tarea Examen

1) Construya un cuadrildtero completo para cada uno de los siguientes
casos:

a. Tal que uno y sélo uno de sus vértices sea un punto al infinito.
b. Dos de sus vértices sean puntos al infinito.

c. Tal que uno y sélo uno de los vértices de su tridangulo diagonal sea
un punto al infinito.

d. Dos de los vértices de su triangulo diagonal sean puntos al infinito.
2) Muestra que los teoremas 4.4.1 y 4.5.1 son teoremas duales.
3) Los vértices de un cuadrangulo completo son los tres vértices de un

triangulo y el punto de interseccién de sus medianas. Construya su
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triangulo diagonal. Construya un cuadrilatero completo que tenga el
mismo tridangulo diagonal.

4) Construya un cuadrilatero completo que tenga un tridngulo diagonal dado.
¢Es Unica la solucion?

5) Enuncie el dual del teorema de Desargues.

6) Demuestre que cada uno de los tridngulos cuyos lados son tres de los
cuatro lados de un cuadrildtero completo, estan en perspectiva con el
triangulo diagonal del cuadrilatero.

7) Encuentre un cuadrangulo completo que tenga el mismo triangulo
diagonal que un cuadrildtero completo dado.
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