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carituro 1
EL LENGUAJE DE LOS CONJUNTOS

1. CONSIDERACIONES INICIALES

G. CANTOR definié, en 1897, un conjunto como “cualquier coleccién en un uni-
verso M de objetos definidos y separados m, producto de nuestra intuicién o
de nuestro pensamiento”, concepcién que requirié de una posterior formaliza-
cién por ZERMELO, en 1908, pues es dificil concebir una definicién de conjunto
expresada en lenguaje cotidiano —siempre usariamos sinénimos.

Es muy util la caracterizaciéon que di6 DEDEKIND en 1888, aunque usé la
vaga descripcién de que “un conjunto es un objeto de nuestro pensamiento, es
como una cosa”. Afirmé que un conjunto C estd bien definido si dado cualquier
objeto estd determinado si es un elemento del conjunto C' o no lo es, lo
cual permite trabajar con conjuntos sin tener que definirlos estrictamente, te-
niendo cuidado de no colocarnos en situaciones paraddjicas, como en la llamada
paradoja del barbero donde se plantea la situaciéon de un tinico barbero que
afeita solo a quien no puede hacerlo por si mismo y se “define” a B como el
“conjunto” de las personas a quienes afeita el barbero.

B no esta bien definido como conjunto pues no esta determinado si el barbero,
a quien denotaremos con b, pertenece o no a B. Si b pertenece a B, entonces b
es una de las personas a quienes afeita el barbero jpero b es el barbero! Es decir,
b es afeitado por b, luego b se afeita a si mismo y, por lo tanto, b no puede ser de
las personas que afeita el barbero, es decir, no es elemento de B. Suponer que b
pertenece a B implica que b no pertenece a B. Es facil obtener la conclusién
reciproca: suponer que b no pertenece a B y concluir que b si pertenece a B.

B no esta bien definido como conjunto pues no esta deter-
minado si el objeto b es 0 no es un elemento de B.

Nos ahorrariamos el problema si desde un principio excluyéramos al barbero y
escogiéramos un cierto universo de objetos con los cuales obtuviéramos conjuntos
bien definidos, y asi lo haremos de ahora en adelante al usar el lenguaje de los
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conjuntos. Trataremos con objetos pertenecientes a un universo, o total, deno-
tado con ) —omega mayuscula, la ultima letra del alfabeto griego— con los
cuales formaremos (siempre) conjuntos bien definidos, es decir que

dado un conjunto C'y un objeto x de €, esta determinado si x
es un elemento de C' o no lo es.

Para efectos practicos no siempre se menciona, de manera explicita, cudl es
el conjunto universo (2, supondremos que del contexto estd claro cudles son los
objetos considerados y que los conjuntos estan bien definidos.

Si C' es un conjunto y x es un objeto (de Q) que pertenece a C' escribimos

x e,
que se lee x es un elemento de C, x pertenece a C', o simplemente = esta en C'.
El simbolo ‘€’ para denotar pertenencia viene de la letra griega epsilon, ¢, se
usa como abreviacion de la palabra griega esti que significa esta.
En caso de que el objeto & no pertenezca al conjunto C', es decir no sea un
elemento de C, escribimos
x ¢ C.
Al referirnos a los elementos de un conjunto podemos describirlos:
El conjunto de los nombres de mis hermanos y hermanas,
o podemos listarlos:
Miguel Angel, Rocio y Amelia.
Podemos considerar el universo {2 como los nombres de personas.
La descripcién la escribimos asi:
H = {nombres | son los de mis hermano(a)s },

que se lee: H es el conjunto de nombres tales que (la raya vertical |”

o tales, que) son los de mis hermano(a)s.
La lista la colocamos entre llaves:
H = {Miguel Angel, Rocio, Amelia}.

Con simbolos escribimos

se lee tal,

Amelia € H, mientras que Dora ¢ H.

EJEMPLO 1. Escribimos la descripcion del conjunto de los continentes de nuestro
planeta como:

C = { continentes | son del planeta Tierra },
los listamos como:
C = {Africa, América, Asia, Europa, Oceania}.
Simbodlicamente,
Asia € C, mientras que Italia ¢ C.

Podemos considerar el conjunto universo {2 como los nombres de continentes, sin
importar el planeta. ¢
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EJEMPLO 2. La Comisién del Océano Indico se creé en julio de 1982 con el
objetivo de fomentar el desarrollo econémico y la cooperacién entre los paises de
la region del Océano Indico. Creada originalmente como una comisién bilateral
entre Mauricio y Seychelles, la Comisién del Océano Indico crecié al incluir entre
sus miembros a Comores, Francia (en representacién del departamento francés
de ultramar de Réunion) y Madagascar en 1986. La comisién patrocina comités
técnicos sobre pesca, turismo, transporte, educacion y otros asuntos. La comisién
recibe donaciones de la Unién Europea, el Fondo de Desarrollo de las Naciones
Unidas y otras organizaciones.

Describimos a los paises participantes en la Comisién del Océano Indico como

P = { paises | participan en la Comisién del Océano Indico },
los listamos como
P = {Comores, Francia, Madagascar, Mauricio, Seychelles.}
Podemos escribir que
Seychelles € P, y que, por ejemplo, Hait{ ¢ P.

El contexto en el que ubicamos este conjunto P es de paises, y ese serd el universo
considerado. ¢

EJEMPLO 3. Caracas, capital y principal ciudad de Venezuela, es el centro comer-
cial e industrial del pais. Las principales industrias de la ciudad son plantas de
montaje de automoviles, de procesado de azicar, cerveza y petroleo, fabricas de
papel, tabaco, textiles y productos farmacéuticos. Describimos el conjunto

I = {industrias

son principales en Caracas },
lo listamos como

I = {montaje de automdviles, procesado de azicar, cerveza,

petréleo, papel, tabaco, textiles, productos farmacéuticos}.

Usando el simbolo de pertenencia a conjuntos, escribimos que tabaco € I y que
acero ¢ I. El universo se considera como los nombres de industrias. ¢

Actividad

En algin articulo periodistico escojan una noticia de actualidad y
ubiquen varios ejemplos de conjuntos, describanlos, listen sus com-
ponentes y digan en qué universo estdn considerando los objetos.
Escriban simbdlicamente la pertenencia de algunos de sus elemen-
tos y ubiquen objetos del universo que no pertenezcan al conjunto en
cuestién.
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El lenguaje de los conjuntos es muy tutil para describir situaciones, no sélo
en matemadticas; pero para usar conjuntos deben estar bien definidos —no lo
olvidemos—, que dado un objeto del universo esté determinado si el
objeto pertenece o né al conjunto en cuestion.

En las secciones siguientes definiremos operaciones entre conjuntos y veremos
cémo usarlas para expresarnos de manera precisa acerca de diversos objetos segun
cumplan propiedades de pertenencia a diversos conjuntos.

PROBLEMAS 1.1

Describe, por medio de conjuntos, las situaciones siguientes:
Las temperaturas promedio de los 5 dias anteriores.

Los dias festivos del presente afio.

Los estados del agua.

La vegetacién de tu pais.

Tus fronteras.

El producto interno bruto de los tltimos diez anos.

Los fenémenos meteorolégicos que incidieron en tu regién el ano pasado.

®© NS oe N

Los planetas cercanos al Sol.

2. COMPLEMENTO Y SUBCONJUNTOS

Denotemos con ) el universo de donde consideramos objetos y conjuntos bien
definidos. Dado un objeto = de Q y un conjunto C, estd determinado si € C' o
x ¢ C. Por ejemplo, en la figura 1.1 vemos varios conjuntos y objetos o puntos
—de hecho, a los elementos de un conjunto les llamaremos puntos del conjunto.

FIGURA 1.1  En el universo €2 vemos conjuntos y puntos.
Son evidentes las siguientes relaciones de pertenencia,
2€B, z¢ A, y¢C, ueA weB, ze€C.

Hay un conjunto que no vemos, el conjunto vacio que no tiene elementos y
denotamos con (). Dado cualquier objeto x del universo  tenemos que z ¢ (.
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No debe asustarnos este conjunto sin elementos, lo podemos pensar como el
numero cero: Si tengo 4 naranjas, doy 3 a Lupita y 1 a Juanito, jcon cuantas
naranjas me quedo? Pues con 0 naranjas. De manera andloga, si tengo una caja
con pelotas rojas, amarillas y verdes, jcudl es el conjunto de las pelotas azules?
Pues el conjunto vacio.

Hay una manera formal para definir, dado un determinado universo €2, al
conjunto vacio:

f={zeQ|xz#z}

es decir, los elementos del conjunto vacio son los objetos de 2 que son distintos
de si mismos, jquién cumple esto? jNadie! Luego el conjunto vacio no tiene
elementos. Conforme avancemos veran la utilidad de disponer del conjunto vacio.

Dado un conjunto A los objetos del universo 2 pueden clasificarse en dos, los
que pertenecen a A y los que no pertenecen a A. Al conjunto de los objetos de
Q que no pertenecen a A le llamamos el complemento de A y lo denotamos
con A°, que se lee “A complemento”, o con bnA, que se lee el complemento de A
respecto a §2, o escribimos CA cuando no hay confusién respecto a qué universo
tomamos el complemento del conjunto A.

Q

CA

FIGURA1.2 A y el complemento de A.

EJEMPLO 4. Segtun datos de la ONU, las principales ciudades del Pert cuentan
con la siguiente poblacion.

Lima 7,500,000
Callao 637,755
Arequipa 620,471
Trujillo 508,716
Chiclayo 410,486
Cusco 257,751

De las ciudades mencionadas, el conjunto A de las ciudades que tienen menos
de 600,000 habitantes es A = {Trujillo, Chiclayo, Cusco}, el complemento de A
es A° = {Lima, Callao, Arequipa}, cuyos elementos son las ciudades del Perd
que tienen 600,000 o més habitantes.

Si B es el conjunto de esas ciudades cuyo nombre comienza con la letra
C, B¢ = {Lima, Arequipa, Trujillo}. Del contexto se infiere que el conjunto
universo considerado es

Q) = {Lima, Callao, Arequipa, Trujillo, Chiclayo, Cusco}. ¢
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EJEMPLO 5. El grupo de pueblos indigenas mesoamericanos perteneciente a la fa-
milia Maya tradicionalmente han habitado en los estados mexicanos de Yucatan,
Campeche, Tabasco y Chiapas, en la mayor parte de Guatemala y en regiones de
Belice y Honduras. Denotemos con M al conjunto de paises americanos donde
habitan pueblos mayas, asi,

M = {México, Guatemala, Belice, Honduras}.

Vemos que Ecuador ¢ M, es decir, Ecuador estd en el complemento de M que
es el conjunto de los paises americanos que no estdn en M. ¢

Actividad

. Qué saben de astronautas? Averigiien sus nombres y clasifiquenlos
usando el lenguaje de los conjuntos segin el ano en que viajaron, su
género, nacionalidad y otros datos que les parezcan relevantes o inte-
resantes. Comparen los resultados y presenten algunos de manera
excluyente usando el concepto de complemento.

Puede suceder que objetos de un universo pertenezcan a varios conjuntos,
como en la figura 1.1 donde u € A pero ademdas u € B, de hecho en esa figura
todos los puntos de A pertenecen, a su vez, a B. Podemos decir que A esté
contenido en B, o que A es un subconjunto de B.

EJEMPLO 6. Consideremos el conjunto universo Q = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}
y los conjuntos A = {z € Q| z esmultiplode 4} = {4,8} y B={z € Q|
x es multiplo de 2} = {2,4,6,8}. Claramente cada miltiplo de 4 es un multiplo
de 2, luego A esta contenido en B. ¢

DEFINICION 1.1. Si A y B son dos conjuntos y sucede que cada elemento de A
es a su vez un elemento de B, es decir, que

si x€ A entonces x € B,
decimos que A es un subconjunto de B y lo escribimos
A C B,

que también se lee “A estd contenido en B”. Decimos también que B contiene
a A, lo cual escribimos B D A.

Si A no es subconjunto de B, es decir, existe algiin elemento de A que no
pertenece a B, escribimos A ¢ B.

EJEMPLO 7. La palabra planeta significa vagabundo. Se usaba para describir a las
luces que se movian de manera regular en el cielo a lo largo del ano, a diferencia
de las estrellas, que permanecen fijas. Debido al descubrimiento de més objetos,
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que si bien orbitan alrededor del Sol no se perciben como vagabundos a simple
vista, la XXvI Asamblea General de la UNION ASTRONOMICA INTERNACIONAL
realizada en Praga en 2000, resolvid, el 24 de agosto, dividir en tres categorias
los cuerpos celestes de nuestro Sistema Solar, de la siguiente manera:

1. Un planeta es un cuerpo celeste que: (a) estd en dérbita alrededor del Sol,
(b) debido a su masa es casi redondo, y (c) ha limpiado su 6rbita de vecinos.

2. Un planeta enano*, que debido a la observacién en la nota al pie de pagina,
nos tomaremos la libertad de llamar planetoide, es un cuerpo celeste que:
(a) estd en 6rbita alrededor del Sol, (b) debido a su masa es casi redondo, (c)
no ha limpiado su 6rbita de vecinos y (d) no es un satélite.

3. Los objetos pequenos del sistema solar, conjunto que denotaremos con
OPSS, son todos los deméas que estdn en 6rbita alrededor del Sol, excepto
los satélites.

Si denotamos con P al conjunto de los planetas del Sistema Solar, tenemos

P = {Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter, Saturno, Urano, Neptuno}
y con PE al conjunto de los planetas enanos del Sistema Solar, tenemos que
Ceres € PE, Plutén € PE y Eris€ PE.

Ceres tiene una érbita localizada en la region principal de asteroides que esté
entre Marte y Jupiter, y Eris estd en una drbita que llega mas alla que la de
Plutén.

También se resolvié que Plutén es el prototipo de una nueva clase de ob-
jetos llamada objetos transneptunianos, que denotaremos con OT'N. De
hecho, la categoria de los objetos pequenios del Sistema Solar (OPSS) est4 for-
mada actualmente por los asteroides del Sistema Solar, la mayoria de los objetos
transneptunianos (OT'N), los cometas y otros objetos pequenos.

Si denotamos por CCSS al conjunto de los cuerpos celestes del sistema solar,
vemos que el conjunto de los planetas enanos PE = {Ceres, Plutén, Eris} es un
subconjunto de CC'SS, PE C CCSS.

*  Aqui cabe una aclaracién. Si nos referimos a una camisa azul, intentamos describir
un objeto que, antes que nada, es una camisa, y de entre ellas, es una camisa de color
azul. Es decir que el conjunto de las camisas azules estd contenido en el conjunto de
las camisas.

Realmente parece un desacierto que, segin la definicién, un planeta enano no sea
planeta. En todo caso, si la intencién de la UIA era que Plutén, Ceres, Eris y otros no
fueran planetas, convendria designarlos con otro nombre, por ejemplo planetoide, por
decir algo, pero se podria usar cualquier otra palabra, como calcetin o flarios.

Lo desafortunado es que al usar como nombre de la categorfa un sustantivo (planeta)
seguido de un adjetivo (enano), por gramdtica elemental, implica la pertenencia de sus
elementos a la categoria mas amplia de quienes describe el sustantivo, sin especificar
el adjetivo; que es lo opuesto a lo que se pretende. En fin, esperemos que para la
XXVII Asamblea en 2009 afinen sus definiciones. (Agradezco la sabrosa charla con Julia
Espresate.)
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Los planetas no son todos los cuerpos celestes del Sistema Solar. Es decir,
hay algin cuerpo celeste (Plutén) que no estd considerado entre los planetas.
Decimos entonces que el conjunto de los planetas es un subconjunto propio del
conjunto de los cuerpos celestes del Sistema Solar. ¢

Actividad

En una conferencia, Julia Espresate propuso describir un modelo del
Sistema Solar en una escala en la que 1 metro equivale a 73,298 km.
Colocando al Sol en el centro una ciudad, y utilizando esta escala para
los demads objetos del sistema solar (tamanos y distancias), es posible
percibir la magnitud y posiciones relativas de los Cuerpos Celestes
del Sistema Solar. Ubiquen un lugar en su poblacién y comparen la
posicion de los planetas con lugares conocidos de su poblacién. ;Dénde
ubican en ese modelo al Cinturén de Kuiper?

Observamos que dado un conjunto A en un universo {2, se cumplen las siguien-
tes propiedades:

(i) 0 C A, (ii) A C A, (i) A C Q.

La manera de verificar que las propiedades enunciadas son verdaderas es
proceder a demostrarlas a partir de la definicién. Sin entrar en detalles daremos
una idea de cémo proceder.

La afirmacién (ii) es evidente, cada elemento de A es un elemento de A, luego
A C A. No se queda atrds la afirmacién (iii) pues el conjunto A estd formado
de objetos de €2, luego si z € A tenemos que = € .

Presentamos una idea de demostracién de la afirmacién (i) con la intencién
de ejemplificar un tipo de razonamiento usado en matematicas, se llama una
demostracién por vacuidad (dicho de manera directa, los elementos del conjunto
vacio, jcomo no existen!, cumplen cualquier propiedad).

Para hacer ver que ) C A habria que verificar que cada elemento de () es
también un elemento de A. jEsto sucede! pues no es posible exhibir algin
elemento de () que no sea elemento de A (jcémo exhibirlo, si no hay elementos
en P!), luego todos los elementos de @ estdn también en A, es decir, ) C A.

Truculento ;verdad?, no se trata de que se aprendan el parrafo anterior, pero
de seguro los pondra a pensar.

Podemos resumir diciendo que:
(i) El vacio es subconjunto de cualquier conjunto, § C A.
(ii) Cualquier conjunto es subconjunto de s{ mismo, A C A.
(iii) Cualquier conjunto es subconjunto del total, A C Q.

Hay un concepto que permite expresar la situaciéon de que un conjunto A esté
contenido en B pero no sea todo B, como en el ejemplo de los planetas.



© Manuel Lépez Mateos
Prohibida su reproduccion
Uso exclusivo para los alumnos del curso de Calculo I, 2013-1.

1.2 Complemento y subconjuntos 25

DEFINICION 1.2. Sean A y B dos conjuntos tales que A C B. Si existe algin
elemento y € B tal que y ¢ A decimos que A es un subconjunto propio de B
v lo expresamos simbélicamente como

A C B.

Decimos también que “A estda contenido propiamente en B” o que “B con-
tiene propiamente a A”, lo cual escribimos B D A.

Las relaciones de contencion y contencién propia entre dos conjuntos cumplen
con una propiedad importante, son transitivas, es decir que si A estd contenido
en B,y B estd contenido en C, entonces A estd contenido en C'.

Con frecuencia se afirma que los matemaéticos escriben con simbolos que nadie
entiende y gozan con ser parte de los elegidos que los comprenden. Sucede que
conforme avanzamos en una disciplina usamos lenguajes simbdlicos que facilitan
la comunicacién. En matemdéticas —también en musica y hasta en tejido—
usamos lenguaje simbdlico para describir y transmitir situaciones que resulta-
rfan practicamente incomprensibles si se comunicaran en lenguaje cotidiano, por
ejemplo la expresién simbdlica f/(z) encierra multitud de consideraciones, segiin
veremos en el capitulo 6. ;Creen posible y practico describir en lenguaje coti-
diano la musica escrita en una partitura de una sinfonia?

Tampoco se trata de usar exceso de simbologia, de hecho la reduciremos lo
mas posible, pero éste es un buen momento para comenzar a comprenderla.
;Practicamos?, la propiedad transitiva de la contencién entre conjuntos dice que

si ACBy BCC, entonces A C C.

La expresién anterior tiene la forma “si {expresién 1} entonces {expresién 2},
que transformamos en

{expresién 1} implica {expresién 2},
en lugar de la palabra “implica” colocamos la flecha =, obteniendo
{expresién 1} = {expresién 2}.
La transitividad de la contencién entre conjuntos se expresa simbdlicamente como
ACBy BCC = ACC,

que se lee “A subconjunto de B y B subconjunto de C' implica que A es un
subconjunto de C”.

No es tan complicado, poco a poco introduciremos més simbolos. Acabamos
de exponer la propiedad transitiva de la contencién, pero debemos demostrar que
se cumple. Es relativamente facil demostrar afirmaciones relacionadas con los
conjuntos, primero enunciémoslo claramente. Dependiendo del peso que tenga
en nuestra exposicién, podemos enunciar el resultado como una AFIRMACION,
una PROPOSICION o de plano un TEOREMA, cuando el resultado se desprenda del
teorema recientemente expuesto le llamamos COROLARIO. La transitividad de la
contencion en conjuntos la exponemos como una:



© Manuel Lépez Mateos
Prohibida su reproduccion
Uso exclusivo para los alumnos del curso de Calculo I, 2013-1.

26 Capitulo1 Ellenguaje de los conjuntos

AFIRMACION 1.1. Si A, B y C son conjuntos tales que A C B y B C C, entonces
ACC.

DEMOSTRACION. La hipdtesis de la afirmacién es que los conjuntos cumplen con
que A C By B C C. Queremos demostrar que A C C, es decir, que si x € A
entonces x € C. Sea pues z € A.

Como ACByzxe A, entonces x € B,pero BC Cyzxé€ B,luegoz e C.
Dado = € A hemos concluido que z € C, luego A C C. ¢

Otra afirmacién relaciona la contencién de dos conjuntos con la contencién
de sus complementos, cuya demostracién quedard como ejercicio.

AFIRMACION 1.2. Si A C B entonces B¢ C A°.

Misma que ilustramos en la figura siguiente,

Q

FIGURA 13 A C B jpueden ver que B C A°?

PROBLEMAS 1.2

1. Sea = {1,2,3}. Halla todos los subconjuntos de €.

2. Si Q es el conjunto de los elementos que aparecen en la Tabla Periédica de
los Elementos, halla los siguientes subconjuntos de £2: A el conjunto de los
metales alcalinos, B el conjunto de los actinidos y C' el conjunto de los
gases nobles.

3. Denotemos con A el conjunto de paises del continente americano. ;Cudl
es el subconjunto S de A formado por los paises del subcontinente llamado
América del Sur? Halla los siguientes subconjuntos de S: Los paises andi-
nos, los paises donde el idioma predominante es el espanol, el complemento
del anterior.

3. IGUALDAD Y OPERACIONES

Debemos trabajar con conjuntos bien definidos —ya lo sabemos— y tenemos
las nociones de pertenencia, complemento y subconjunto, definamos ahora la
igualdad entre conjuntos.
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DEFINICION 1.3. Dos conjuntos A y B son iguales, lo escribimos A = B, si
ACB y BCA.

Podemos expresar la definicién de igualdad entre conjuntos usando el simbolo
‘<=’ que representa la equivalencia légica entre dos afirmaciones:

A=B < ACBy BCA,

que se lee

“A es igual a B si, y sélo si, A estd contenido en B y B esté
contenido en A”.

La expresién “si, y solo si,” empleada en el recuadro anterior significa que las
expresiones “A = B” y “A C By B C A” son equivalentes, que significan lo
mismo, es decir que se cumplen estas dos afirmaciones:

(i) Si A= B entonces AC By BC A.
(ii) Si AC By B C A entonces A = B.

Cuando debamos verificar que dos conjuntos A y B son iguales,
debemos corroborar que cada elemento de A es elemento de B
y viceversa: que cada elemento de B es elemento de A.

EJEMPLO 8. El conjunto P de los nimeros primos menores que 10 es igual al
conjunto T = {2,3,5,7} pues cada elemento de P es un elemento de T' y cada
elemento de T estd en P. ¢

EJEMPLO 9. El complemento del conjunto vacio es el total: ¢ = Q.

SOLUCION. Segtn dice en el recuadro anterior, para verificar que dos conjuntos,
digamos A y B, son iguales debemos corroborar que cada elemento del primer
conjunto es un elemento del segundo y viceversa: que cada elemento del segundo
conjunto es un elemento del primero. En este caso los conjuntos son ¢y €,
debemos hacer ver que () C Q y que Q C §°.

Sabemos que cualquier conjunto es subconjunto del total, asi que (¢ C Q.
Ahora bien, si z estd en {2 no puede estar en el vacio (nadie estd), luego estd en
su complemento, es decir z € (J°. ¢

EJEMPLO 10. El complemento del total es el vacio.

SOLUCION. ;La intentan? ¢
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Actividad

Emplea como universo al conjunto de tus companeros y companeras
de grupo. Describe diferentes situaciones de manera que resulten
conjuntos iguales. Convence al grupo de que, en efecto, son iguales.

Las dos operaciones principales entre conjuntos son la interseccion y la
unién. La primera describe a los objetos comunes a los dos conjuntos, la
segunda describe a los objetos de los dos conjuntos.

DEFINICION 1.4. El conjunto interseccidn de los conjuntos A y B estd formado
por los objetos que pertenecen a A y que pertenecen a B. Lo denotamos con
AN B y escribimos

ANB={zeQ|zeAyxeB},

que se lee “A interseccién B es igual al conjunto de los puntos x en ) tales que
x pertenece a A y x pertenece a B”.

DEFINICION 1.5. El conjunto unién de los conjuntos A y B estd formado por
los objetos que pertenecen a A o que pertenecen a B, o pertenecen a ambos.
Lo denotamos con AU B y escribimos

AUB={zeQ|z€A oxe B},

que se lee “A unién B es igual al conjunto de los puntos x en ) tales que x
pertenece a A o x pertenece a B, o pertenece a ambos”.

Para que un objeto x pertenezca a A N B debe estar en A y
en B, debe estar en los dos conjuntos.

Para que un objeto = pertenezca a AU B basta con que perte-
nezca a alguno de los dos, basta con que esté en uno de ellos.

Q Q

ANB AUB

FIGURA1.4 Las partes sombreadas representan la interseccion y unién de dos conjuntos.
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EJEMPLO 11. Cualquier aleacion de cobre y estano se llama bronce. Hay muchas
aleaciones que contienen pequenas cantidades de otros materiales. Al anadir
fésforo se obtiene resistencia al uso, el bronce con plomo sirve para hacer partes
moéviles, con niquel se obtiene dureza y sirve para hacer engranes, con silicén
se hace mas fuerte para rodamientos y es resistente a la corrosién, se usa para
hacer partes de barcos. Hay otras aleaciones de cobre sin estano que también
se llaman bronce, como el cobre con aluminio llamado bronce de aluminio, el
cobre con zinc llamado latén y el cobre con zinc y manganeso llamado bronce de
manganeso.
Expresamos como conjuntos a las aleaciones anteriores:

B = {cobre, estario},

F = {cobre, estano, fésforo},

P = {cobre, estano, plomo},

N = {cobre, estano, niquel},

S = {cobre, estaflo, silicén},

A = {cobre, aluminio},

L = {cobre, zinc},

M = {cobre, manganeso}.
Claramente FNN = B, M N A = {cobre}, SU P = {cobre, estano, silicén,
plomo} y L U B = {cobre, estafio, zinc}. ¢

EJEMPLO 12. Sea Q = {1,2,3,4,5,6} y los conjuntos A = {2,3,5,6}, B =
{1,2,4,5} y C = {1,3,5}.

Tenemos que AN B ={2,5}, ANC ={3,5}, y que AUC ={1,2,3,5,6} y
AUB=Q. ¢

Actividad

Considera el conjunto de paises del continente americano. Averigiia
qué organismos o asociaciones de paises representan las siguientes si-
glas y establece relaciones de contencién entre ellas, analiza las inter-
secciones y ve si la unién de varios organismos constituyen otro. De-
termina a qué organismos pertenece tu pais y a cuales no: FAO, OCI,
ODECA, OEA, OLADE, OLAS, ONU, OPANAL, OPEP, OSPAAL,
OTAN, TLC, UNESCO.

DEFINICION 1.6. Dos conjuntos A y B son ajenos si su interseccién es vacia, es
decir
A y B son ajenos <= AN B =1.
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EJEMPLO 13. Como no existe cuerpo celeste del Sistema Solar que sea, simulté-
neamente, planeta y planeta enano, tenemos que P N PE = (), luego P y PE

son conjuntos ajenos. ¢
EJEMPLO 14. Sea Q ={1,2,3,4,5,6}, A={1,3,5} y B ={2,4,6}. Los conjun-
tos Ay B son ajenos pues AN B = (). ¢

PROBLEMAS 1.3
Para los problemas del 1 al 5 considera que A es el conjunto de paises del
continente americano, y define:
T ={xz € A|x limita con el Océano Atlantico },
P ={x € A| x limita con el Océano Pacifico }.
Obtén TN P.
LEs cierto que T¢ = P? jPor qué?
Halla (T'U P)°.

Define dos conjuntos, @@ y R, de elementos de A que sean ajenos y que
QURCT.

5. Encuentra un conjunto S tal que S C TN P.

Ll L s

6. Si E es el conjunto de los paises que tienen frontera con Perti y N es el
conjunto de los paises que tienen frontera con Venezuela, ;Cudl es EN N y
EUN.

7. Usa los conjuntos definidos en el ejemplo 7. Halla OTN¢y PU PE. (Es
cierto que OTN® = PU PE?

8. Menciona un cuerpo celeste ¢ del Sistema Solar tal que ¢ ¢ P U PE.

4. PROPIEDADES BASICAS

En esta seccién, que servird de referencia, enunciaremos las principales propie-
dades que cumplen las operaciones entre conjuntos y demostraremos algunas.
Cada operacion es:
i) Idempotente, es decir, que ANA=Ay AUA=A.
ii) Conmutativa, es decir, que ANB=BNAy AUB=BUA.
iii) Asociativa, es decir, que AN (BNC)=(ANB)NCy AU(BUC) =
(AuB)UC
iv) Se cumplen las dos leyes distributivas, es decir, la unién distribuye a
la interseccién y la interseccién distribuye a la unién: AN (BUC) =
(ANB)U(ANC)y AU(BNC)=(AUB)N(AUCQC).
Veamos algunas demostraciones. Recuerden que para demostrar que dos
conjuntos son iguales hay que demostrar que se cumple la doble contencion.
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AFIRMACION 1.3. Sean A, B y C tres conjuntos, las operaciones de interseccion
y unién cumplen estas dos propiedades llamadas leyes asociativas:

1. An(BNC)=(AnB)NnC,

2. AUBUC)=(AUB)UC.
DEMOSTRACION. Para demostrar la propiedad (1) de que los conjuntos AN (BN

C) y (ANB)NC son iguales, debemos mostrar que se cumple la doble contencién,
es decir que

(i) An(BNC)C(AnB)nC
y (ii) ANB)NCCAN(BNC).
Para comprobar que se cumple la contencién (i) debemos verificar que cada
elemento del primer conjunto también es un elemento del segundo conjunto, sea
pues z en AN(BNC), comox € AN(BNC) entonces z € Ay xz € BNC,
pero esto ultimo implica que x € By x € C, tenemos asi que xt € Ay x € B
y ¢ € C, por lo tanto, x € ANBy x € C, de donde = € (AN B) N C, luego
AN(BNC)C(AnB)NnC.

De manera parecida comprobamos la contencién (ii) —es como regresar por
los pasos dados en el parrafo anterior— sea z € (AN B)NC, entonces z € ANB
vxeC,esdecirzr € Ayxe ByxzeC,porlotanto,z € Ayze BNC, de
donde z € AN(BNC), luego (ANB)NC C AN(BNC).

Al comprobar la doble contencién (i) y (ii) hemos demostrado la veracidad
de la primera propiedad, siguiendo un razonamiento analogo podran demostrar
la segunda. ¢

La distributividad es otra propiedad de las operaciones de interseccién y
union entre conjuntos, nos dice de qué manera combinarlas.

AFIRMACION 1.4. Sean A, B y C tres conjuntos, las operaciones de interseccion
y union cumplen estas dos propiedades llamadas leyes distributivas:

1. AN(BUC)=(ANnB)U((ANC),
2. AUBNC)=(AuB)N(AUCQC).
DEMOSTRACION. Demostremos la propiedad (1), se trata de demostrar la igual-

dad AN(BUC) =(ANB)U(ANC), para ello debemos mostrar que se cumple
la doble contencion

(i) AN(BUC)C (ANB)U(ANCQO),
y (il) (ANB)U(ANC)CAN(BUCQ).

Para demostrar la contencién (i) debemos mostrar que cada elemento z en AN
(BUCQ) es, a su vez, un elemento de (AN B)U (ANC),

seapues x € AN (BUCQC),
esto implicaque z € A y x € BUC,
perox € BUC = xz€ B o xze(C.
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Tenemos entonces que = estd en A, eso es seguro, y, ademads, que = estd en B
o x estd en C, es decir que = estd en A y en B, o x estd en A y en C, luego
x € (ANB)U(ANC),lo cual implica que AN(BUC)C(ANB)U(ANC).
Como en la afirmacién anterior, para demostrar la contencién (ii) regresamos
por los pasos que dimos para demostrar (i). Sea z € (AN B) U (ANC), por lo
tanto, z € (ANB)ox € (ANC), es decir z estden A yen B,o z estien Ay
en C lo cual significa que x necesariamente estd en A y puede estar en B o en
C, de donde z € AN (BUC), obteniendo que (ANB)U(ANC)C AN(BUCO).
Hemos demostrado la doble contencién y con ello la propiedad (1). De manera
andloga podemos demostrar la propiedad (2). ¢
En la siguiente afirmacion presentamos dos propiedades que relacionan las

operaciones de interseccion y unién con el concepto de complemento, se conocen
como leyes de DE MORGAN.

AFIRMACION 1.5. Si A y B son dos conjuntos, se cumplen las propiedades:
1. (AN B)¢ = A°U B¢,
2. (AUB)° = A°n B“.
La primera se lee “el complemento de la interseccion es la unién de los com-

plementos” y la segunda: “el complemento de la unién es la interseccion de los
complementos”.

DEMOSTRACION. Para demostrar la propiedad (1) es necesario mostrar la doble
contencién

(i) (ANnB)°C A°U B*,
y (ii) A°UB°C (AN B)“.
Ataquemos la contencién (i),
sea = € (AN B)¢,
luego = ¢ AN B.

Si = no estd en la intersecciéon de A y B entonces x no pertenece a A o no
pertenece a B (pues si estuviera en los dos estaria en la interseccion), luego
x¢ Aoz ¢ B, esdecir x € A° 0 z € B¢, de donde = € A°U B°, mostrando asi
la contencién (i).

Reciprocamente, para mostrar la veracidad de la contencién (ii) suponemos
que x € A°U B¢, luego x € A° 0 x € B°, es decir x no estd en A o x no esta en
B, luego no puede estar en la interseccién de A y B, es decir z ¢ ANB, de donde
x € (AN B)¢, con lo cual mostramos la contencién (ii). Estas dos contenciones
implican que se cumple la propiedad (1). La propiedad (2) se demuestra de
manera andloga. ¢
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PROBLEMAS 1.4

1. Demuestra que cada operacién —la intersecciéon y la unién— es idempo-
tente, esto es, si A es un conjunto se cumple que ANA=Ay AUA = A.

2. Demuestra que cada operacién —la interseccién y la unién— de conjuntos es
conmutativa, esto es, si A y B son dos conjuntos se cumple que AN B =
BNAy AUB=BUA.

3. Sean Q = {1,2,3,4,5,6,7}, A={3,5,7}, B={1,3,6,7} y C = {2,3,4,6}.
Verifica que se cumplen las leyes distributivas

4. Verifica que se cumplen las leyes de DE MORGAN para los conjuntos del
problema anterior.

5. ;Cual serd el resultado de AND y de AU (? Demuéstralo.
6. ;Cuél serd el resultado de ANQ y de AU Q? Demuéstralo.
Demuestra las afirmaciones en los problemas del 7 al 10.
7. Si AC Bentonces ANB=Ay AUB = B.
8. AN B C A, para cualquier B.
9. A C AU B, para cualquier B.
10. Afirmacién 1.2, si A C B entonces B¢ C A°.

5. ALGO DE LOGICA

Sucede, cuando avanzamos en el empleo del lenguaje, que no siempre logramos
comunicar de manera precisa lo que pensamos y nos vemos en discusiones donde
cada quien entiende lo que quiere entender y cada uno de nuestros interlocutores
perciben cosas distintas. El lenguaje de los conjuntos ayuda para expresarnos
con claridad de manera que personas distintas perciban la misma idea.

Hay quien piensa que lo contrario de “todas las pelotas son azules” es que
“ninguna pelota es azul”, por lo que resultara ttil ponernos de acuerdo en como
usar la expresién “lo contrario”, asimismo debemos cultivar la capacidad de
percibir las consecuencias Idgicas de una afirmacién.

ARISTOTELES escribié su LOGICA en la antigua Grecia, en el siglo Iv A.C.,
donde expuso la manera de razonar por medio de silogismos, muy famoso es:

Todos los hombres son mortales,
Sécrates es hombre,
luego Sécrates es mortal.

Miés de dos mil anos después, en 1847, el inglés BOOLE basé la légica mate-
matica en el calculo proposicional, esto es, la manipulacién de proposiciones
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las cuales son afirmaciones que —a semejanza de los conjuntos bien definidos—
tienen dos posibles valores de verdad, V o F.

Dada una proposicién es verdadera, V, o es falsa, F. Si una proposiciéon
p es verdadera, su negacion, que se escribe —p y se lee “no p”, es falsa. De
hecho, dada una proposicién p tenemos que p es verdadera o que —p es verdadera.
Resumimos lo anterior en la siguiente tabla de verdad donde se ilustran los
valores de verdad de —p dados los de p.

b —-p
v F
F \

EJEMPLO 15. La proposicién
p: Todos los hombres son mortales,
es verdadera. Luego su negacién
—p: No todos los hombres son mortales,

es falsa. ¢

EJEMPLO 16. La proposicién
q: 10 es multiplo de 3,
es falsa, luego su negacién
—q: 10 no es multiplo de 3,
es verdadera. ¢

Usaremos la expresién “lo contrario” de una afirmacién para referimos a
su negacién, asi, la negacién de “todas las pelotas son azules” es “no todas las
pelotas son azules”, ahora bien, dado un cierto conjunto P de pelotas, si la
proposicién

p: todas las pelotas de P son azules

es verdadera, ello significa que tenemos la certeza de que dado cualquier ele-
mento de P, que es una pelota, es azul. Pero si la proposicién p anterior no es
verdadera, es decir es falsa, la proposicién que sera verdadera es —p, es decir,
lo cierto serd que “no todas las pelotas de P son azules”. ;Esto significa que
ninguna pelota de P es azul? La respuesta es NO, sucederda que en P habra
pelotas de otros colores, no importa de cual otro color, pero no todas las pelotas
de P son azules. Si la proposicién

—p: no todas las pelotas de P son azules

es verdadera, significa que al menos una pelota en P no es azul, es decir,
que existe alguna pelota en P que no es azul.

Cuando es falsa una afirmacién sobre todos los elementos de
un conjunto, sucede que al menos un elemento del conjunto no
cumple con la afirmacién.
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EJEMPLO 17. ;Es cierto que todos los nombres de los dias de la semana, en
espanol, comienzan con la letra “M”? La respuesta es no, ya que puedo exhibir
al menos un nombre de dia de la semana, a saber “Lunes”, que no empieza con
la letra “M”. ¢

EJEMPLO 18. “Los planetas giran alrededor del Sol describiendo orbitas circu-
lares.” No es cierto. Al menos la Tierra gira alrededor del Sol describiendo una
orbita eliptica. Hasta aqui llega la constatacién de que la afirmacién inicial no es
verdadera. Hay mas, KEPLER demostré que todos los planetas giran alrededor
del Sol describiendo érbitas elipticas, pero ello no constituye la negacién de la
primera afirmacion, sino que constituye una nueva afirmacién. ¢

Si afirmamos que todos los elementos de un conjunto C' cumplen con deter-
minada propiedad p, debemos mostrar que dado cualquier elemento z € C se
tiene que z cumple la propiedad p.

Si, por lo contrario, afirmamos que no es cierto que todos los elementos
de C' cumplen la propiedad p, lo cierto es que existe al menos un elemento
z € C tal que £ no cumple con la propiedad p.

EJEMPLO 19. ;Es cierto que los nombres de los dias de la semana, en espanol,
tienen menos de diez letras? Dado cualquiera de los nombres podemos exami-
narlo y constatar que el nombre més largo “miércoles” tiene nueve letras, luego
cada elemento del conjunto de los nombres de los dias de la semana tiene menos
de diez letras y la respuesta es si. ¢

N.B. No es para el texto definitivo, pero no resisto ponerlo en el borrador:
EJEMPLO 20. Hay una expresion machista sobre las mujeres que dice
iTodas son iguales!
La autoflagelacién masculina asegura que lo anterior no es cierto pues

jHay algunas que son peores!

(Entra mariachi tocando La que se fue.) ¢
EJEMPLO 21. “No todo lo que brilla es oro.” Cierto, hasta el cobre brilla. ¢
Presentamos una tabla con algunas afirmaciones y su respectiva negacion.
Afirmacién Negacion

Todos los = son p. Algin x no es p.
Ningtin z es p. Algin z es p.
Algin z es p. Ningin x es p.
Algin x no es p. Todos los = son p.

Cuando afirman que una proposicién es verdadera establecen una conjetura,
es decir, una presuncién de que su afirmacién es verdadera. Las conjeturas, es
decir las presunciones, habrian de confirmarse. Deben demostrar que se cumple
una conjetura verificando que se cumple la afirmacién realizada. Cuando una
conjetura sea falsa debemos exhibir un contraejemplo, alguien para quien no
se cumpla la afirmacién.
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EJEMPLO 22. CONJETURA: Todos aprobamos el examen. COMPROBACION: ;Cada
uno del grupo aprobd el examen? Si la respuesta es afirmativa la conjetura
fue cierta. Si algin elemento de los que presentaron examen no lo aprobd, la
conjetura resulto falsa. ¢

Actividad

Construyan proposiciones acerca de un grupo de amigas y amigos.
Establezcan conjeturas, demuestren las que sean ciertas y exhiban
contraejemplos de las que resulten falsas.

Hemos tratado con el concepto de proposicién. Dada una pro-
posicién (una afirmacién), sucede que es verdadera o falsa, una
de dos, no puede haber indefinicién —asi como con un conjunto,
dado un objeto sucede que pertenece al conjunto o no pertenece.

Un tipo de proposiciones son abiertas, se trata de afirmaciones cuyo valor de
verdad, es decir, que la proposicién sea verdadera, o que sea falsa, depende del
objeto acerca del cual se realice la afirmacién. Como el valor de verdad de la
proposicién depende de a quién se refiera la proposicién, la denotaremos con
p(x), que se lee “p de x”.

EJEMPLO 23. Sea la proposicién abierta
p(x): x tiene frontera con Pert,

donde x es un elemento de A, el conjunto de paises del continente americano.
Depende del valor de x el valor de verdad que tenga p, por ejemplo, si x =
Ecuador, entonces la proposicién p es verdadera mientras que si x = Paraguay,
la proposicién p es falsa. Escrito de otra manera, p(Ecuador) es una proposicién
verdadera, mientras que p(Paraguay) es una proposicién falsa. Podemos definir
el conjunto E como el conjunto de los paises = para los cuales la proposicién
p(z) es verdadera,

E = {z | es verdad que z tiene frontera con Perti },
o bien,

E ={z | p(x) es verdadera }. ¢

Generalizando lo expuesto en el ejemplo anterior, sea ) un conjunto universo
y p(z) una proposicién abierta acerca de los objetos de €.

DEFINICION 1.7. EI conjunto A de objetos de §) para los cuales p(x) es una
proposicion verdadera se llama el conjunto de verdad de p y se describe como

A={ze€Q|p(zx) es verdadera },
o, simplemente, A={zeQ|px)},
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que se lee “A es el conjunto de las = en ) tales que p de x”.

AFIRMACION 1.6. Si A ={xz € Q| p(x)} es el conjunto de verdad de p, entonces
el conjunto de verdad de —p es A°.

DEMOSTRACION. Sea
B={zecQ|-p(x)}

el conjunto de verdad de —p. Queremos demostrar que B = A€ para lo cual
debemos mostrar que se cumple la doble contencién B C A¢y A¢ C B. Para ver
que se cumple la primera contencién tenemos que hacer ver que cada elemento
de B es un elemento de A°. Si z € B entonces —p(x) es verdadera, pero, segin
vimos en su tabla de verdad, —p(z) es verdadera cuando p(z) es falsa, lo cual
implica que = no esta en el conjunto de verdad de p, por lo tanto, estd en su
complemento, es decir € A°. Hemos vistoque x € B = x € A€, luego B C A°.
Podemos regresar por los mismos pasos y mostrar que A¢ C B, concluyendo la
demostracién de que B = A°. ¢

Dadas dos proposiciones p y ¢ es posible construir otras nuevas por medio
de las operaciones de conjunciéon y disyuncién. La conjunciéon de p y ¢ es
verdadera si el valor de verdad de ambas, p y ¢, es verdadero. Para que la
disyuncion de p y g sea verdadera basta que alguna de las dos sea verdadera.

DEFINICION 1.8. Sean p y q dos proposiciones, la conjuncién de p y q, que se
escribe p A q (se lee “p y q”), es verdadera si p es verdadera 'y q es verdadera,
la tabla de verdad de p N q es:

p q PAgq
vV |V \Y%
\Y F F
F \Y F
F F F

EJEMPLO 24. Veamos las proposiciones siguientes:
p: Todos los hombres son mortales,
q: Sécrates es hombre.
La proposicién p A q es:
Todos los hombres son mortales y Sécrates es hombre.

Segun el estado actual de las cosas, sabemos que si es verdad que todos los
hombres son mortales, luego el valor de p es V, y también sabemos que Sécrates,
el filésofo, es un ser humano, es decir el valor de g es V. Luego la proposicién
pAq es verdadera. ; Qué desprendemos de aqui? Nada, simplemente verificamos
la veracidad de una conjuncién de proposiciones. ¢

EJEMPLO 25. Consideremos las siguientes afirmaciones:
p: 7 es par,
q: Santiago es la capital de Chile.
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La conjuncién de las proposiciones p y ¢, a saber,
7 es par y Santiago es la capital de Chile,

es falsa pues p es falsa (el 7 no es un numero par). No importa que ¢ sea
verdadera (sabemos que es verdad que Santiago es la capital de Chile). Para
que la conjuncién de dos proposiciones sea verdadera es necesario que las dos
proposiciones sean verdaderas. ¢

EJEMPLO 26. Averigiiemos el valor de la conjuncién de p A ¢ en el caso de las
proposiciones:

p: Soy millonario,

q: Nadie me quiere.

iUf! Las proposiciones parecen demasiado subjetivas como para someterlas a
analisis, pero veamos las cosas con calma. Para que la conjuncién de p y ¢, que
se denota con p A ¢, sea verdadera es necesario que tanto p como ¢ lo sean. En
este caso la conjuncién de p y g se lee:

Soy millonario y nadie me quiere.

Como podran imaginar, la veracidad de la conjuncién depende de quién realice
la afirmacion. El ejemplo consiste en que cada lector se coloque como el emisor de
las proposiciones p y q. Les pregunto, de manera individual: ;Eres millonario?
si me respondes que no lo eres, tendremos que p es falsa. Ahora es el turno de
q: ;Nadie te quiere? Si hay alguna persona que te quiera entonces ¢ es falsa y,
por lo tanto, la conjuncién p A ¢ es falsa. ¢

Recuerden,

para que la conjuncién de dos proposiciones sea verdadera es
necesario que las dos lo sean.

DEFINICION 1.9. Sean p y q dos proposiciones, la disyuncién de p y q, que se
escribe pV q (se lee “p 0 q”), es verdadera si p es verdadera o q es verdadera, o
ambas lo son, la tabla de verdad de pV q es:

p q pVg
vV |V \Y
\Y F \Y
F \Y \Y
F F F

Es decir, pV q es verdadera si p y/o q es verdadera.

EJEMPLO 27. Consideremos las mismas afirmaciones del ejemplo 25:
p: 7 es par,
q: Santiago es la capital de Chile.
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La disyuncién de las proposiciones p y ¢, a saber,
pV q: 7 es par o Santiago es la capital de Chile,

es verdadera pues aunque p es falsa (el 7 no es par) sucede que ¢ si es verdadera
pues sabemos que es verdad que Santiago es la capital de Chile. ¢
EJEMPLO 28. Sean las proposiciones p y ¢ las siguientes:

p: 6 es par,

q: 6 es multiplo de 3.
La disyuncién pV q es verdadera —para que sea verdadera basta que una de las

proposiciones lo sea— pues sucede que, en este caso, las dos proposiciones son
verdaderas. ¢

Para que sea verdadera la disyuncion pVq de dos proposiciones
basta que una de las dos, sea p o sea ¢, sea verdadera.

La disyuncion légica descrita choca con el uso cotidiano de la frase “p o
q”, empleada para expresar la elecciéon entre dos alternativas, consideradas ex-
cluyentes: “jsubes o bajas?”. Para expresar esa disyuncién excluyente —en
donde se pide que, una de dos, p sea verdadera o que ¢ sea verdadera, pero
que no ambas lo sean (el término excluyente se usa en el sentido de que la
veracidad de una proposicién excluye la veracidad de la otra)—, se pueden usar
las operaciones de conjuncién y disyuncién definidas anteriormente, junto con la
negacion.

DEFINICION 1.10. Sean p y q dos proposiciones, la disyuncién excluyente de
Py q, que se denota con pY q y se lee “una de dos, p o q”, es verdadera cuando
p es verdadera o q es verdadera, y, ademads, es falso que p y q. Es decir,
p Y q tiene el mismo valor de verdad que (pV q) A (ﬁ(p A q))
Podemos construir la tabla de verdad de la disyuncién excluyente en base
a las operaciones bésicas de negacién, conjuncion y disyuncion, procedamos
por partes:

P q pVaq PAQq ~(pAq)
v | v % v F
V | F \% F A%
F | v v F A%
F F F F \%

De lo anterior obtenemos que

p| a| pva | —-(pAq) | (Ve A(=(pAq)

<<
o< m<
g<<<
<< <4
< <™
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Es decir, la tabla de verdad de la disyuncién excluyente es:

D q pYgq
v v F
\% F \%
F \Y% \%
F F F

Si p y g fueran proposiciones abiertas y pensamos que A es el conjunto de
verdad de p y B es el conjunto de verdad de ¢, el conjunto de verdad de pY q es

(AUB)N (AN B)".

DEFINICION 1.11. La diferencia simétrica de A y B, se denota con A A B
que se lee “A diferencia simétrica B”, y se define como:

AAB=(AUB)N(ANB).

EIl conjunto A A B representa a los puntos que estan en A o estan en B pero
no estan en ambos.

FIGURA 1.5 Los puntos que estén en A o en B pero no en ambos.

EJEMPLO 29. Si p y ¢ son las siguientes proposiciones,
p: 20 es multiplo de 5,
q: 20 es par,
enunciar las proposiciones —p, pAq, pV q, pY q y dar su valor de verdad.

SOLUCION. Tenemos que p es verdadera pues, en efecto, el niimero 20 es miiltiplo
de 5 porque 20 = 5 x 4. Asimismo ¢ es verdadera pues 20 = 2 x 10. Entonces
—p: 20 no es miltiplo de 5, es falsa.
p A q: 20 es multiplo de 5 y es par, es verdadera.
pV q: 20 es multiplo de 5 o es par, es verdadera.
p Y q: 20 es, una de dos, multiplo de 5 o es par, es falsa. ¢
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Actividad

Junto con un grupo de amigas y amigos escriban una lista de afirma-
ciones. Analicen las afirmaciones, digan cuiles son proposiciones y
den su valor de verdad. Enuncien y den el valor de verdad de la nega-
cién de cada proposicién. Construyan nuevas proposiciones por medio
de las operaciones de conjuncién, disyuncion y disyuncién excluyente,
digan el valor de verdad de cada una.

EJEMPLO 30. Sea Q2 = {1,2,3,4,5,6,7,8,9} un conjunto universo y las proposi-
ciones abiertas
p(x): = es par,

q(z): = es multiplo de 3.
Halla los conjuntos de verdad de —p, =g, pAq, pVqy pYq.
SOLUCION. Los conjuntos de verdad de p y ¢ son
A={zecQp)}
={xze€Q|xespar}
={2,4,6,8},

B={zeQlq()}
={x € Q| z es miltiplo de 3}
= {3,6,9}.
El conjunto de verdad de —p es A° = {1,3,5,7,9} y el de ~q es B¢ = {1, 2,4,
5,7,8}, tenemos, ademds, que el conjunto de verdad de p A ¢ —los pares de

que son multiplos de 3— es
AN B = {6},

el conjunto de verdad de pV q es
AUB =1{2,3,4,6,8,9},
y el conjunto de verdad de p Y ¢ —una de dos, es par o es multiplo de 3— es
AAB=(AUB)N(ANB)°
=1{2,3,4,6,8,9} N{1,2,3,4,5,8,9}
=1{2,3,4,8,9}. ¢
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PROBLEMAS 1.5

1. Di cuales de las siguientes expresiones constituyen proposiciones, da su valor
de verdad y enuncia su negacion.

p: Ayer llovid,
q: Las aventuras de Sherlock Holmes,
r: 7 es mayor que 15,
s: Los paises de América,
t: Los caballos jadean,
u: 3 X 2 =06,
v: ‘Perenifolia’ significa siempre con follaje,
w: Ni td ni yo.
2. Enuncia la negacion de las siguientes afirmaciones y di cual es verdadera.
a. Todos los gatos son pardos,
b. Nadie es profeta en su tierra,
c. Algunas aves emigran,
d. Algunas serpientes no son venenosas,
e. Ninguna maquina funciona,
f. Hay ejercicios anaerébicos,
g. Todas las flores tienen pistilo,

h. Algin planeta no tiene agua.

3. Dadas las conjeturas siguientes, explica como demostrar que es cierta, o cémo
se probaria que es falsa.

a. Todos asistiran a la Cumbre,

b. Ningtn huracén tocara tierra,

c. Algun rio se desbordar4,

d. Algunos paises no firmaran el acuerdo,

4. Si Q es el conjunto universo formado por las palabras en espanol, halla el
conjunto de verdad de las siguientes proposiciones abiertas,

p(z): x es dia de la semana,

q(y): y es el nombre de un digito,

r(z): z contiene todas las vocales,

s(w): w es un personaje de ‘100 Anos de Soledad’.

5. Completa la demostracién de la afirmacién 1.6.
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6. Enuncia las proposiciones —p, pAq, pV ¢, pY g y da su valor de verdad.

a. p: El helio es un gas inerte, b. p: El hielo es agua sélida,

q: Madrid es la capital de Espana. q: Las ostras son mamiferos.
c. p: Alhaja proviene del arabe, d. p: Acabé la pobreza,

q: 9 es par. q: El aro es cuadrado.

7. Construye la tabla de verdad de —(—p), =pV qy (—pV q) A (g V p).
8. Sea el conjunto universo
Q = {lunes, martes, miércoles, jueves, viernes, sibado, domingo}
y las proposiciones abiertas
p(x): x comienza con m,

g(z): x tiene tres vocales distintas,

(x
r(x): x tiene una a,
s(x): x comienza con e.

Halla los conjuntos de verdad de —p, =, pAT, gV sy pYyq.

6. COMO RAZONAR

A las operaciones de disyuncién y conjuncién de la seccién anterior se les llama
conectivos 16gicos. Los podemos combinar, junto con la negacién, y obtener
los importantes conectivos de implicacién y bicondicionalidad.

DEFINICION 1.12. Sean p y q dos proposiciones, la implicacién “si p entonces
q”, que se escribe p — q y también se lee p implica q, tiene el mismo valor de
verdad que —p V q.

Que la proposicién p — ¢ tenga el mismo valor de verdad que —pV ¢ significa

que la tabla de verdad de ambas proposiciones es idéntica.
Como la tabla de verdad de —p V ¢ es:

p q -p pVag
\% \% F A%
\% F F F
F \% \% \%
F F \% \%
la tabla de verdad de la implicacién es

p q pP—q

\ \% \%

\% F F

F A\ \%

F F \%

Es muy importante notar que para que la implicacién sea verdadera no es
necesario que haya una relaciéon de causa-efecto entre las proposiciones.
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EJEMPLO 31. Sean p y ¢ las proposiciones
p: Ecuador tiene frontera con Pert,
q: El 8 es par.
La implicacién p — ¢, que se enuncia “si Ecuador tiene frontera con Peru,

entonces el 8 es par”, es verdadera pues segun la tabla anterior, como p es
verdadera y g es verdadera sucede que la implicacién es verdadera. ¢

A la proposicién p en la implicacién p — ¢ se le llama la hipdtesis de la
implicacién, y a la proposicién ¢ se le llama la conclusion. Segun se nota en la
tabla de verdad de p — q,

la implicacién sdlo es falsa cuando la hipotesis p es verdadera
y la conclusién ¢ es falsa.

Esto significa que no admitiremos como implicacién verdadera que, de una hipé-
tesis verdadera se siga una conclusion falsa. Sin embargo,

es una implicacién verdadera que una hipdtesis falsa implique
una conclusién falsa,

y también

es una implicacién verdadera que una hipétesis falsa implique
una conclusién verdadera.

Ilustremos con un ejemplo el significado de las afirmaciones anteriores y veamos
que no van tan en contra de nuestro sentido comun.

EJEMPLO 32. Consideremos la proposicion “si llueve entonces voy al cine”. Clara-
mente es la implicacién p — ¢ de

p: Llueve,

q: Voy al cine.
La implicacién puede ser verdadera o falsa. Veamos por casos:
Caso 1. Resulta que si llovid y, en efecto, fui al cine. Hice lo que dije, sin duda
la implicacion es verdadera.
Cas0 2. Si llovid y decidi no ir al cine. No cumpli con lo pactado, la implicacién
es falsa.
Cas0 3. No llovio y, atin asi, decidi ir al cine. ;Dejé de cumplir lo pactado? No,
no deje de cumplir (de hecho no llovid), luego la implicacién es verdadera.

Caso 4. No llovié y no fui al cine. ;Alguien puede acusarme de no cumplir mi
promesa? No, luego la implicacién es verdadera.
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Hemos verificado, en este ejemplo, que la implicacion es falsa sélo cuando la
hipotesis es verdadera y la conclusion es falsa. ¢

En la implicaciéon p — ¢, a la proposicién p se le llama una condicion suficiente
para q. También se dice que ¢ es una condicién necesaria para p.

Podemos interpretar lo anterior de la siguiente manera, si la implicaciéon p — ¢
es verdadera,

SUFICIENCIA: Para que g sea verdadera basta que p sea ver-
dadera.

NECESIDAD: Si p es verdadera, necesariamente q es verdadera.

EJEMPLO 33. Del ejemplo anterior, en los casos en que la implicacién es ver-
dadera, la suficiencia significa que para que sea cierto que fui al cine basta que
haya llovido, y la misma implicacién verdadera expresada en términos de necesi-
dad es que si es cierto que llovié necesariamente fui al cine. ¢

DEFINICION 1.13. Sean p y q dos proposiciones, la bicondicional “p si, y sélo
si, q”, que se escribe p < q y también se lee p es condicién necesaria y
suficiente para q, tiene el mismo valor de verdad que (p — q) A (¢ — p).

De la tabla de verdad de p — gy de ¢ — p

p q p—4q q—p
\Y% \Y% \Y% \Y%
\% F F A%
F \Y \Y F
F F \Y \4

obtenemos la tabla de verdad de p < ¢

'y q b+<—gq
\% \% \Y
\% F F
F \Y F
F F \Y

Vemos que la bicondicional p < ¢ es verdadera sélo en los casos en que tanto p
como ¢ tienen, ambas, el mismo valor de verdad.

La expresion “si, y sélo si,” se interpreta, en caso de que la bicondicional
sea verdadera, como que p ocurre si g ocurre, pero, ademas, que g ocurre solo
si p ocurre. En términos de suficiencia, para que se cumpla ¢ basta que p sea
verdadera y, de manera reciproca, para que p se cumpla basta que g sea ver-
dadera. En términos de necesidad, para que ¢ se cumpla debe cumplirse p y, de
manera reciproca, para que se cumpla p debe cumplirse ¢. Las consideraciones
anteriores acerca de la bicondicional p < ¢ explican por qué, en caso de que la
bicondicional sea verdadera, p es condicién necesaria y suficiente para q.
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EJEMPLO 34. Analicemos esta versiéon ampliada del ejemplo 32, “si llueve es
condicién necesaria y suficiente para que vaya al cine”. O, dicho de otra mane-
ra, con el mismo significado, “llueve si, y sélo si, voy al cine”. Se trata de la
bicondicional de las proposiciones

p: Llueve,

q: Voy al cine.
Nuevamente, veamos por casos:

Caso 1. Resulta que si llovid y, en efecto, fui al cine. Hice lo que dije, sin duda
la bicondicional es verdadera.

Cas02. Sillovié y decidi no ir al cine. No cumpli con lo pactado, la bicondicional
es falsa.

Cas0 3. No llovié y, aun asi, decid{ ir al cine. No cumpli lo pactado. Dije que
irfa sélo si lloviera, luego la bicondicional es falsa.

Cas0 4. No llovié y no fui al cine. No falté a lo pactado (no hubo condiciones),
luego la bicondicional es verdadera. ¢

Hemos verificado, en este ejemplo, que la bicondicional es verdadera sélo
cuando las dos proposiciones tienen el mismo valor de verdad (ambas son ver-
daderas o ambas son falsas). Y hemos ilustrado cémo la bicondicional p < ¢,
cuando es verdadera, obliga a que si se cumple p también se cumple ¢ y, vice-
versa, si se cumple ¢ debe cumplirse p.

Disponemos ahora de los conectivos 1égicos, a saber, conjuncién, disyuncion,
disyuncién excluyente, implicacion y bicondicional, ademas de la negacién, con
los cuales podemos construir nuevas proposiciones cuyo valor de verdad depende
de los valores de verdad de las proposiciones constituyentes y se obtienen de la
tabla de verdad de los conectivos.

EJEMPLO 35. A partir de las afirmaciones

p: Voy a la playa,
q: Hace calor,

r: Llueve,
construimos nuevas proposiciones y las enunciamos.

(g A —r) — p: Si hace calor y no llueve, voy a la playa.
g — (—r — p): Si hace calor entonces, si no llueve voy a la playa.
p < q: Voy a la playa si, y sélo si, hace calor.

(r A —q) — —p: Llueve y no hace calor, entonces no voy a la playa. ¢
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Actividad

Quienes no vivan cerca de la playa podran construir afirmaciones si-
milares y adecuadas a sus condiciones climaticas y de posibilidades de
diversion.

Un tipo de proposiciéon que nos interesa de manera particular, es la que siem-
pre es verdadera, independientemente de los valores de verdad de sus proposi-
ciones constituyentes, quiza el ejemplo mas sencillo sea p V —p.

Otro tipo de proposiciéon que nos interesa es la que siempre es falsa, inde-
pendientemente de los valores de verdad de sus proposiciones constituyentes, el
ejemplo mas sencillo es p A —p.

p -p pVp PA P
F \Y F
v \% F

<

DEFINICION 1.14. Una tautologia es una proposicién que siempre es verdadera,
una contradiccion es una proposicion que siempre es falsa, independientemente
de los valores de verdad de sus proposiciones constituyentes. Cualquier tautologia
se denota con Vy y cualquier contradiccién se denota con Fy.

EJEMPLO 36. Demostrar que p — (p V ¢) es una tautologia.
SOLUCION. Construimos la tabla de verdad de p — (pV q)

pVgq p— (pVaq)

<<
< <|a
<<
<<<<

y vemos que la proposicién p — (p V q) siempre es verdadera, independiente-
mente de los valores de las proposiciones constituyentes, luego se trata de una
tautologia. ¢

EJEMPLO 37. Demostrar que (p A =q) A ¢ es una contradiccidn.
SOLUCION. Construimos la tabla de verdad de (p A —q) A q

P A g (pAN—q)ANgq

Hr <<
H< T <|a
<o
Moo
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vemos que la proposicién (pA—q) Aq siempre es falsa, independientemente de los
valores de sus proposiciones constituyentes, luego se trata de una contradiccion.

¢

La leccion es que

para saber si una proposicién es tautogia debemos corroborar
que siempre sea verdadera, independientemente de los valores
de sus proposiciones constituyentes.

EJEMPLO 38. Si p y ¢ son proposiciones, demostrar que —(p V —¢) — —p es una
tautologia.

SOLUCION. Hagdmoslo en varios pasos, en una primera tabla colocaremos los
valores de p, ¢, =p, =q y pV —q,

b q —-P -q PV —q
\% \% F F \%
\Y F F \% \Y%
F \% \% F F
F F \Y \ \4

A continuacién construyamos la tabla para p, ¢, =(p V —¢q), —p y, finalmente,
~(pV —q) — —p.

—(p V ~q) —p —(pV -q) = —p

<<
< ™<|a
o<
< <™
<< <<

¢

DEFINICION 1.15. Si p y q son proposiciones tales que p — q es una tautologia,
decimos que p implica logicamente a q y lo escribimos p = q

DEFINICION 1.16. Si p y q son proposiciones tales que p < ¢ es una tautologia,
decimos que p es logicamente equivalente a q y lo escribimos p < g

Quizé convenga que la parte siguiente que seria leyes de la légica, reglas de
inferencia y cuantificadores, fueran en un anexo (siento que este capitulo se estd
alargando demasiado, reconsiderar esto después). El anexo incluirfa desde la
seccion ‘Como razonar’. La seccion llamada ‘Algo de légica’ se llamaria proposi-
ciones. Pensar bien esto, rehacerlo al final.

0JOJOJOJ: Ya estd bien, hay que concluir y pasar a la NOTA HISTORICA del
capitulo.





